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Funções, limite, derivação e integração 


Tudo o que vamos estudar no curso de Cálculo se referirá a con- 
juntos de números reais. Estudaremos funções que são definidas e 
assumem valores nesses conjuntos. Assim, ao estudarmos limite, 
continuidade, derivadas e integrais dessas funções, usaremos os fatos 
elementares a respeito dos números reais. 


Neste primeiro capítulo, vamos fazer uma revisão no contexto do 
хуулна dos números reais. Enunciaremos os axiomas básicos, 
deduziremos propriedades e apresentaremos exemplos com estas 
propriedades. 


1.1 Conjuntos Númericos 


Os primeiros números conhecidos pela humanidade são os chamados inteiros positivos ou naturais. Temos então o 
conjunto 


N12 3, .). 


Os números —1, —2, —3, ... são chamados inteiros negativos. A união do conjunto dos números naturais com os 
inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos números inteiros que denotamos por 


Z = {0, +1, +2, +3,...}. 


Os números da forma m/n, n * 0, m, n € Z, são chamados de frações e formam o conjunto dos números racionais. 
Denotamos: 


Q = {хіх = т/п, т. n € Z,n + 0). 
Finalmente encontramos números que não podem ser representados na forma m/n, n + 0, m, n € Z, tais como 


V2 = 1414..., = 3,14159... , e = 2,71... Esses números formam o conjunto dos números irracionais que deno- 
taremos por О’ 


Da união do conjunto dos números racionais com conjunto dos números irracionais resulta o conjunto dos números 
reais, que denotamos por 


R-QUQ. 


A seguir apresentaremos os axiomas, definições e propriedades referentes ao conjunto dos números reais. 
No conjunto dos números reais introduzimos duas operações, chamadas adição e multiplicação, que satisfazem os 
axiomas a seguir: 


Funções, limite, derivação e integração 


Com sua primeira edição publicada há quase vinte 
anos, Cálculo А é uma obra de referência nos 
cursos de cálculo diferenciale integral. 


Esta sexta edição, completamente revista e atualizada pelas 
autoras, mantém a estrutura das edições anteriores, abor- 
dando os conteúdos de números reais, funções, limite e 
continuidade, derivada, aplicações de derivada, introdução à 
integração, métodos de integração e aplicações da integral 
definida. 


Como novidades, o leitor encontrará uma melhor apresentação 
das figuras que ilustram os problemas, aplicações de funções 
em diversas áreas — especialmente a de economia —, a 
inclusão do conteúdo de integrais impróprias, e novas aborda- 
gens para conteúdos que contemplam o advento do uso de 
novas tecnologias. Exercicios para serem resolvidos com 
recursos computacionais complementam a estrutura didática 
dolivro. 


Escrito para ser usado como livro-texto de cálculo nas 
disciplinas que abrangem as funções reais de uma variável, 
tanto dos cursos de matemática, física, química e engenha- 
ria, quanto dos cursos das áreas socioeconômica e de 
ciências biológicas. 
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1.1.1 Fechamento Seae b € Rexiste um e somente um número real denotado por a + b, chamado soma, е 
existe um e somente um número real, denotado por ab (ou a X b, ou a - b), chamado produto. 


1.1.2 Comutatividade Sea,» € R,entñoa+b=b+aea:b=b:a. 


1.1.3 Associatividade Sea, b cc € IR, então 


a+ (b+c) = (a+b) +сеа (b-c) = (a'b): c. 


1.1.4 Distributividade Se a, b, c € R, então 


a» (b + c) = ab + ac. 


1.1.5 Existência de Elementos Neutros Existem 0e 1 € IRtais que a + 0 = aea : 1 = a, para qualquer 
a€ R. 


1.1.6 Existência de Simétricos Todo a € IRtem um simétrico, denotado por —a, tal que a + (—a) = 


1.1.7 Existência de Inversos Todo a € IR, a + 0 tem um inverso, denotado por 1/а, tal que a * — = 1. Usando 
1.1.6 e 1.1.7 podemos definir a subtração e a divisão de números reais. 


1.1.8 Subtracáo Sea,b € IR, a diferença entre a e b, denotada por a — b, é definida por a — b = a + (—b). 


1.1.9 Divisão Sea, b € Вер + 0, o quociente de a e b é definido por A = 2 


1.2 Desigualdades 


Para podermos dizer que um número real é maior ou menor que outro, devemos introduzir o conceito de número 
real positivo e uma relação de ordem. 


1.2.1 Axioma de Ordem No conjunto de números reais existe um subconjunto denominado números positivos, tal 
que: 


(i) sea E IR, exatamente uma das três afirmações ocorre: a = 0; a é positivo; —a é positivo; 
(i) a soma de dois números positivos é positiva; 


(1) o produto de dois números positivos é positivo. 
1.2.2 Definição O número real a é negativo se e somente se —a é positivo. 


1.2.3 Os símbolos < (menor que) e > (maior que) são definidos: 
G) a<b=b— a é positivo; 


(ii) a > b= a — b é positivo. 


1.2.4 Os símbolos = (menor ou igual que) e > (maior ou igual que) são definidos: 
(G) а= béa < boua = b 
(i) a = b= a > boua = b. 


Expressões que envolvem os símbolos definidos acima são chamados de DESIGUALDADES. a < be a > b são 
desigualdades estritas, enquanto a = b e a = b são desigualdades não estritas. 
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a 
1.2.5 Propriedades Sejam a, b, c, d € R 
0) Sea> beb > c, então a > c. 
(i) Se a> bec > 0, então ac > bc. 
(i) Se a> рес < 0, então ac < bc. 
(iv) Sea b, então a + c > b + c para todo real c. 
(v) Sea>bec>d,entãoa+c>b+d. 
(vi) Sea > b» бес > d> 0, então ac > bd. 
As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se as definições anteriores. Por exemplo: 
Prova da Propriedade (i): (Sea > b e b > c, então a > c.) 
Sel Bs (a — b) > 0. 


(def) 
Seb>c= (b=c)>0. 


Usando 1.2.1 (ii), temos (a — b) + (b — c) > 0 


(def) 
oua-c>05a>c. 


Prova da Propriedade (ii): (Se a > bec > 0. então ac > bc.) 
tef.) 
Sea b- (a — b) > 0. 


Usando 1.2.1 (iii), temos (a — b) * c > 0 ou (ac — bc) > 0 e finalmente, pela definição, ac > bc. 


ee 


1.3 Valor Absoluto 


1.3.1 Definição О valor absoluto de a, denotado por |a|, é definido como 


|| = a, sea = 0 la| = —a, sea < 0. 


1.3.2 Interpretação Geométrica Geometricamente o valor absoluto de a, também chamado módulo de a, 
representa a distância entre a e 0. Escreve-se então lal = Va? 
1.3.3 Propriedades 
0) lxl cae - a< x € a, ondea > 0. 
(1) 1А >as>x>aoux< — а, ondea > 0. 
(ii) Se a, b € IR, então la * bl = lal + Ibl. 


= PL 


NI 


a 


(iv) Sea, b € Re b + 0, então Е 


(v) (Desigualdade triangular) 
Se a, b € IR, então la + bl = lal + Ibl. 
(vi) Sea, b € IR, então la — bl = ial + Ibl. 


(vii) Se a, b € IR, então lal — Ibl = la — bl. 
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Vamos provar algumas das propriedades citadas. 


Prova da Propriedade (i): (1х1 Саа» — a < x <a, onde a > 0.) 
Provaremos por partes: 


Parte 1: — a < x < a, com a > 0=xl <a. 
Se x = 0, |x| = x. Como, por hipótese, x < a, vem que || < a. 
Sex < 0, |x| = —x. Como —a < x, aplicando a propriedade 1.2.5 iii) concluímos que —x < a. 


Assim, xl = — x < a ou seja [| < a. 


Parte 2: | < a onde a > 0 — a < x < a. 


Se x = 0, então || = x. Como || < a, concluímos que x < a. Como a > 0, segue que — a < 0 e então 
-a< Q = x < a, ou seja, —a < x <a. 


Se х < 0, lx] = — х. Como por hipótese |x| < a, temos que —x < a. Como x < 0, segue que —x > 0. Portanto, 
—a < 0 < —x < a, ou de forma equivalente, — a < x < a. 


Prova da Propriedade (iii): (Se a, b € IR, então la + b| = lal + Ibl). 
Usando 1.3.2, vem 


labi = V (ab)? = Va? Б = Val + V? = lal - Ibi. 


| 
Prova da Propriedade (iv): (Se a, b € Re b + 0, então a = 


Usando 1.3.2, vem 
= (GEN Va? dal d 
b P x wr 


Prova da Propriedade (v): (Se a, b Є IR, então la + b| = lal + Ibl.) 
Como a, b € IR, de 1.2.1 (i) vem que ab é positivo, negativo ou zero. Em qualquer caso vale, 


а) 
b 


ab = labl = lallbl. a) 


Multiplicando (1) por 2, temos 


Da igualdade (a + b)? = a? + 2ab + b? e de (2) vem que 
(a + b)! s a° + 2lullbl + D? 


(a + b)! = la + 2lallbl + 16% 
(a + by = (lal + Ibl)’. (3) 


Tomamos а raiz quadrada de (3) e obtemos 


la + bl = lal + Ibl. 
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Prova da Propriedade (vi): (Se a, b € IR, então la — bl = lal + Ibl.) 


Basta escrever a—b = a + (—b) e aplicar a propriedade v). 


la-bl = la + (—b)| = lal + 1-61 


lal + Ibl 


Prova da Propriedade (vii): (Sc a, 2 Є IR, então la! — 161 = la bl) 
Vamos fazer a — b = c. Aplicando a propriedade v, vem 
lal = le + bl = lel + Ibl 
lal — Ibl = lcl 
lal — Ibl = la — bl. 


РЕС  ——— O ny T —Əo—F 


1.4 Intervalos 


Intervalos são conjuntos infinitos de números reais, como segue: 
1.4.1 Intervalo Aberto {xla < x < b) denota-se (a, b) ou ] a, b [. 
1.4.2 Intervalo Fechado {xla = x = b} denota-se [а, b]. 
1.4.3 Intervalo Fechado à Direita e Aberto à Esquerda {xla < x = b) denota-se (a, b] ou la, b]. 
1.4.4 Intervalo Aberto à Direita e Fechado à Esquerda {xla x < b) denota-se [a, b) ou [a, bl. 
1.4.5 Intervalos Infinitos 

(i) {хіх > а} denota-se (a, +=) ou Ja, +o[; 

(8) {хіх = a) denota-se [a, +®) ou [a.+ sf; 

(iii) {іх < b) denota-se (—=, b) ou |-26, Б: 

(iv) (xlx = b} denota-se (—=, b] ou ]— °, Б], 

Podemos fazer uma representação gráfica dos intervalos como nos exemplos que seguem: 


ex. 1.4.1 - (2, 3) E P EEG A EP NN 


ех. 142 - [0.3] =i 


ex. 1.4.3 - (1, 4] ————M3—— 
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ex. 1.4.4 — [0, 4) era 
ex. 1.4.5 — 
00) (0, +2) "e í S S f 
Gi) [1, + =) “6 Газ 
Gii) (==, 3) A + XEM 
(iv) (==, 4] 


1.5 Exemplos 


1. Determinar todos os intervalos de números que satisfazem as desigualdades abaixo. Fazer a representação gráfica. 


G) 3+7x<8x +9 
3+7x-3<8x+9-3 (propriedade 1.2.5 iv) 
7x<8x+6 
Tx — 8x < Bx +6 — 8x (propriedade 1.2.5 iv) 
=x4<6 
x> -ő (propriedade 1.2.5 iii) 


Portanto, {хіх > —6} = (—6, +=) é a solução, e graficamente 


— ——EP@— 
6 
G) 7<5x+3=9 
1-3<5х+3-3<9-3 (propriedade 1.2.5 iv) 
4<5x=6 
Ча 1 (propriedade 1.2.5 ii) 
5 5 


Portanto, {x| 4/5 < x = 6/5) = (4/5, 6/5] é a solução, e graficamente 


Capiruto 1 Números reais 7 
енын 


үй х 
Qi oye 3T 7. 


Vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x + 7. Devemos entào, considerar dois casos: 


Caso 1: x+7>00ux> -7 (propriedade 1.2.5 iv) 
Então, x< S(x +7) (propriedade 1.2.5 ii) 
x<5x+35 
x — 5х < 5x + 35 — 5x (propriedade 1.2.5 iv) 
— 4х < 35 
x > —35/4 


(propriedade 1.2.5 iii) 


Portanto {хіх > —7) M4xlx < —35/4} = (—7, +0) é a solução do caso 1. 


Саѕо 2: x+7<0oux<—7 
Então, x>5(x+7) 
ж > Se + 35 


x < —35/4 


Portanto, {хіх < — 7) M[xlx < — 35/4) = ( — =, —35/4) é a solução do caso 2. 


A solução final é a união de (—7, +%) e (—%, —35/4), ou seja, (—%, —35/4) U (—7, +=), ou ainda, 
x € [-35/4, —7]. 


-35/4 20 
(iv) (x+5)(x—3)>0 
A desigualdade será satisfeita quando ambos os fatores tiverem o mesmo sinal: 


Caso 1: (x+5)>0e(x—3)>0ou 
x>-Sex>3 
ou 


m. 


Caso 2: x+5<0ex-3<0 
ou 
x< Sexe 
ou 
FE 


A solução final será a união entre (3, +) e ( —2e, —5), ou seja, todos os x € [ —5, 3]. 
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Geometricamente, 


2. Resolva as equações: 
G) 15х – 31 = 7. 


Esta equação é verdadeira quando 5х — 3 = 7 ou 5x — 3 = —7, ou seja, х = 2 ou x = —4/5. 
Portanto, as duas soluções da equação dada são: 


x=2e x= -45 
09 рх-1-0рх-5 


Esta equação será satisfeita se: 


Caso 1: 7x-1=2x+5 


T-2=5+1 
Sx=6 
x = 6/5 
Caso 2: 7x-— 1 = —(2x + 5) 
За bs 
qe t 2y= —5 +1 
9x2 —4 
х= —49, 


Portanto, a solução final é х = 6/5 e x = —4/9. 
Gü) x+ 7] =-7 


Esta equação não tem solução, pois o valor absoluto de um número nunca pode ser negativo. 


3. Encontre os números reais que satisfaçam as seguintes desigualdades: 
0) px-2|«4. 
Aplicando a propriedade 1.3.3 (i), 
-4« Ix -2«4 
-442«17х-242«4-2 
-2-7х«6 


432125 
7 7 


Portanto, x € (-2/7,6/7). 


ái) р shaxt 
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AZ 


Aplicando a propriedade 1.3.3 (iv), 


[1—2x| ээ 


+x 
17 — 2xl = 214 + xl. 
Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado, vem 

49 — 28x + 4x? € 4(16 + 8x + x?) 

49 — 28x + 4x! = 64 + 32x + 4x° 

49 — 28x + 4x? — 64 — 32x — Ax! = 0 

— 60x – 15 =0 
—60x = 15 


60x z — 15 
xz - 15/60 


x = —1/4 ou x € [-1/4, +0). 


3= Ze 
+x 


2 |= 4242 


(iii) | 
13 — 2x| = 412 + xl 
9 — 12x + Ax? = 16(4 + 4x + x?) 
9 — 12x + Ax? = 64 + 64x + 16x° 
-12x -76x — 55 = 0 
12x? + 76x +55=0 
12(x + 5/6) (x + 11/2)=0 
(x + 5/6) (x + 11/2) = 0. 


Procedendo como no exemplo 1 (iv), concluímos que a solução final será a união de (—%,— 11/2]e [—5/6, +=), 
ou seja, x € (-11/2, —5/6). 


4. Mostre que, sea, b € R e a < b, então 
G) (x - a)(x = b) > 0=<x € [a,b]. 
Gi) (x — a)(x — b) = 0=x É (а,Ь). 
Gü) (х= a)(x — b) < 0= x E (а. Б). 
(iv) (x — a)(x - b) = 0= x € [a, b]. 


Prova de (i): ((x — a)(x — b) > 0= x € [a, b]) 


Os dois fatores (x — a) e (x — b) devem ter o mesmo sinal. Temos dois casos: 
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Casol: x-a>0ex-b>0 

ou 

x>aex>b. 
A solução deste caso será r > b ou (b, +). 
Саѕо 2: x-a<0ex-b<0 

ou 

x<aex<b. 


A solução deste caso será x < a ou (—%, a). 


Portanto, a solução final é a união entre ( — =, a) e (b, +=), ou seja, x € (a, b]. 


De maneira análoga podem-se provar as demais relações. 


1.6 Exercícios 


1. Determinar todos os intervalos de números que satisfaçam as desigualdades abaixo. Fazer a representação gráfica. 


1,3r 1-х 
3-х<5+ - + + —— 
(а) х 3х (b) 2х seg а 3 
© 2>-3-3х=-7 (d) 323 
(e) ?=9 0 х2—3х+2>0 
e) 1-х-2620 gie 


gr ЭРЕ 


Q (w-—1)Xx+4)=0 


(k) 0) Par 
x 1/2x - 3 
(i), 64 ата 
(о) 3 =2 (р) -*-x-2>0 
x-5 
1 
E ado. 
(q) x 3x+2=0 (r) ut 
(5) 8х? – 402 -2x+1<0 (0 120 -20802 — Их +2. 
2. Resolver as equações em R. 
(а) 55x 31-12 (b |—4- 12х71 = 7 
(с) 0х-3-07х-5 (d) UH = 
x= 2) 


2 
2x—3 


( Bx+2=5-x 


(8) 


(9x1 — 11 = x 


Resolver as inequações em R. 


(a) 
(c) 


Ix + 121<7 

15 – 6x1 > 9 

l6 + 2х1 < 14 — xl 
[3x1 > 15 — 2x1 


х= Ш + Ix + 212 4 


ld+i<x 
2х2 + Зх + 31 <3 
1 1 


= L d 
@ ura 75 
o x = 

: 1-x| ` 
Demonstrar: 

(a) 


(b) 


(e) 


(a) 


Sea = бе b = 0, então a? = b? se e somente se a = b. 


(h) 


Sex < y ento x < 3(x + y) < y. 


|x| > a se e somente se x > a ou x < —a, onde a < 0. 


Se0<a< b, entào Vab < 


a+b 
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2x — 7 = lxl + 1. 


x —-4 = 2 
2х – 51>3 


lx +4 = x — 61 
T 
5+3х 
I<lx+2 


= 


o 
2 
= 


5 
2x-1 


| = 


= 
аг-2 
Аж — 1 + lx] 1 


lx — 11 + |z — 31 < l4x1 


E 
x+1/2 


d 


Neste capitulo introduziremos um dos mais fundamentais concei- 
tos da matemática — o de função. O conceito de função refere-se 
essencialmente à correspondência entre conjuntos. Uma função 
associa elementos de um conjunto a elementos de outro conjun- 
to. Em nosso estudo, os conjuntos envolvidos sempre serão sub- 
conjuntos de IR. As funções neles definidas são chamadas funções 
reais de variável real. 


Problemas que evidenciam a importância do estudo das funções 
em diferentes áreas do conhecimento serão apresentados, 
ampliando, assim, o nosso olhar para o estudo das funções. No 
decorrer dos exemplos é possível observar que o uso dos recursos 
computacionais auxilia na visualização das propriedades e caracte- 
rísticas das funções. 


2.1 Definição 


Sejam A e B subconjuntos de IR. Uma função f: A — B é uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corres- 
ponder um único elemento de B. O conjunto A é chamado domínio de f e é denotado por D(f). B é chamado de contra- 
domínio ou campo de valores de f. 


Escrevemos: f:A—>B 
x> f(x) 


ou 


2.2 Exemplos 


Sejam A = [1.2.3.4] e B = (2.3, 4,5). 


(i) f: А—> B dada pelo diagrama abaixo é uma função de A em B. 


mo 


A 


[^ 


Loro 
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(ü) g A=>B 
х-3Х-1 


é uma função de A em B. Podemos representar g em diagrama. 


A B 


2.3 Contra-Exemplos 


Sejam А = (3,4,5)e B = (1,2). 
G) f: A — B dada pelo diagrama a seguir não é uma função de A em B, pois o elemento 4 € A tem dois corres- 
pondentes em B. 


Gi) g:A>B 
х-»х-3 


não é uma função de A em B. pois o elemento 3 € A não tem correspondente em B. Podemos ver isto facilmente repre- 
sentando g em diagrama. 


2.4 Definição 


Seja f: A— B. 
(i) Dado x € A, o elemento f(x) € B é chamado de valor da função f no ponto x ou de imagem de x por f. 
(ii) O conjunto de todos os valores assumidos pela função é chamado conjunto imagem de f e é denotado por Im (f). 
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2.5 Exemplo 


Sejam A = (1. 2, 3.4. 5] e B = Z (conjunto dos inteiros) e f: A — B definida pela regra que a cada elemento de A 
faz corresponder o seu dobro. 


Então: |) —aregra que define fé y = 2x; 
— a imagem do elemento 1 é 2, de 2 é 4 etc; 
— o domíno de f; D(f) = А; 
— a imagem de f, ш) — (2. 4, 6,8, 10]. 


2.6 Exemplo 


Seja f: IR— IR 
gat 

Então, D(f) = IR, 
Im(f) = [0, +0), 


Quando trabalhamos com subconjuntos de IR, é usual caracterizar a função apenas pela fórmula ou regra que a defi- 
ne. Neste caso, entende-se que o domínio de f é o conjunto de todos os números reais para os quais a função está definida. 


2.7 Exemplos 


Determinar o domínio e a imagem das funções abaixo: 

G) fo) = Ux. 

Esta função só não é definida para x = 0. Logo, D(f) = IR - (0). 

Im(f) = R- (0). 

G) f(x) = Vx. 

Para x < 0, f(x) não está definida. Então, D(f) = [0, +=) e Im(f) = [0, +=). 
Gü) f(x) = -Vx- 1. 


fix) nào está definida para x < 1. D(f) = [1, 5) e Im(f = (=, 0]. 


(v) f(x) = |х|. 
D(f) = Re Im(f) = [0, + =). 


2.8 Gráficos 


2.8.1 Definição Seja fuma função. O gráfico de f é o conjunto de todos os pontos (x, f(x) de um plano coorde- 
nado, onde x pertence ao domíno de f. 


Para determinar o gráfico de uma função, assinalamos uma série de pontos, fazendo uma tabela que nos dá as coor- 
denadas. No ponto em que estamos, não existe outro meio de determinar o gráfico a não ser este método rudimentar, No 
Capítulo 5 desenvolveremos técnicas mais eficazes para o traçado de gráficos. 
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2.8.2 Exemplos 


G) О gráfico da função f (x) = x? consiste em todos os pares (х, y) € IR? tais que y = x?. Em outras palavras, 
é a coleção de todos os pares (x, x^) do plano xy. A Figura 2.1 nos mostra o gráfico desta função, onde salien- 
tamos alguns pontos, de acordo com a tabela. 


Figura 2.1 


Gi) Consideremos a função f(x) = x. Os pontos de seu gráfico são os pares (x, x) € IR?. A Figura 2.2 mostra 
este gráfico. 


Figura 2.2 


(iii) Seja f: IR > IR definida por 


= 86 FE =2 
Рх) =} 2 se —2<x=2 
4 se x>2. 


O gráfico de f pode ser visto na Figura 2.3. 


Figura 2.3 
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(iv) Seja f(x) = 1х1. Quando x = 0, sabemos que f(x) = x. Quando x < 0, f(x) = —x. O gráfico de |х| 
pode ser visto na Figura 2.4. 


Figura 2.4 


1 
(9) Seja f(x) = — Então, Р) = IR — (0]. A Figura 2.5 mostra o gráfico de f(x) = М. 


Figura 2.5 


(vi) Neste exemplo vamos ilustrar como os gráficos podem nos dar informações importantes sobre situações 
práticas. 


O gráfico da Figura 2.6 representa a quantidade diária q de peças produzidas numa linha de montagem, em função 
do número de operários n, que trabalham nessa linha. O que podemos concluir a partir da análise desse gráfico? 


q 


Figura 2.6 


Na Figura 2.7 representamos o mesmo gráfico onde assinalamos dois pontos importantes para a análise. Podemos 
observar que entre 0 e n, o acréscimo no número de operários acarretará um acréscimo proporcional na produtividade. 
Entre ni e m, o acréscimo da produtividade vai se tomando menos significativo, sendo nulo no ponto n>. 
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A partir de n> o acréscimo no número de operários implicará uma diminuição na produtividade. 


Figura 2.7 


Podemos nos perguntar se, dada a curva c no plano xy, ela sempre representa o gráfico de uma função. A resposta 
é nào. Sabemos que, se f é uma função, um ponto de seu domínio pode ter somente uma imagem. Assim a curva c só 
representa o gráfico de uma função quando qualquer reta vertical corta a curva no máximo em um ponto. 

Na Figura 2.8 a curva c, representa o gráfico de uma função, enquanto a curva c; não representa. 


Y Y 
C 


xv 
xv 


Figura 2.8 


2.9 Operacóes 


Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir números, também podemos produzir novas funções 
através de operações. Essas operações são definidas como segue: 


2.9.1 Definição Dadas as funções fe g, sua soma f + g, diferença f — g, produto f - в e quociente f/g, são defi- 
nidas por: 


G) (f +g)(x) = f(x) + в(х); 
Gi) (f — g)(x) = f(x) — g(x); 
Gü) (Рв) (х) = f(x) 'g(=); f 


1453) 
g(x) 


Gv) (f/8)(x) = 


O domínio das funções f + g, f — g e f g é a intersecção dos domínios de f e g. O domíno de f/g é a intersecção 
dos domínios f e g, excluindo-se os pontos x onde g(x) = 0. 
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2.9.2 Exemplo Sejam f(x) = V5 — xe g(x) = Vx — 3. Então, 
(f в) (х) = М5 x + Vx = 3; 
(Р в) (0) = V5=x- Vx = 3, 
(f:g])@)= V8 -x* Vx Зе 


: _V5-x 
(//g)(x) = NE 


Como D(f) = (—=, 5]e D(g) = (3, +), então o domínio f + g, f — ge f ° g é [3, 5I. 
O domínio de f'g é (3, 5]. O ponto 3 foi excluído porque g(x) = O quando x = 3. 


2.9.3 Definição Se fé uma função e k é um número real, definimos a função kf por (kf) (x) = kf (x). 


O domínio de kf coincide com o domínio de f. 


2.9.4 Exemplo Seja f(x) = Мх? – 4ек= 3. 
Então (kf) (х) = ЗУУ — 4e D(kf) = (=, — 2] U (2, +2). 


2.9.5 Definição Dadas duas funções fe g, а função composta de g com f, denotada por gif. é definida por 
(8.7 (x) = g(f(x)). 
O domínio de gyf é o conjunto de todos os pontos x no domínio de f tais que f(x) está no domínio de g. 


Simbolicamente, 
D(gf) = (x€ D(f)/f(x) € D(g). 
O diagrama pode ser visualizado na Figura 2.9. 


Figura 2.9 


2.9.6 Exemplos 
G) Sejam f(x) = Vxe g(x) = x — 1. Encontre gof- 
Temos, 
(80) 9) = (РО) = 8 (Vx) = Vx — 1. 
Como D(f) = [0 +=) eIm(f) = [0, +=) C D(g) = ( —=, +=), então, 


D(&f) = D(f) = [0, +=). 
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(i) Sejam f(x) =2x —3eg(x) = Vx. Encontrar: a) gf: b) fog: c) fof e d) gog. 


а) (mf) (x) = g(f(x)) = gQx - 3) = V2x - 3. 


O domínio de fé D(f) = ( —%, +) e o domínio de g é D(g) = [0, +=). Assim, o domínio de gaf é o con- 
junto de todos os números reais x, tais que f (x) € (0, + 2), isto é, todos os números reais tais que 2x — 3 = 0. Logo, 


D(gf) = [3/2, +), 
b) (fu) (x) = f(g(x)) = /СУх) = 2Vx - 3e 


D(fog) = (x € D(g) = [0, +=)/а(х) € D(f) = (=>, +=)) = [0, +00), 
с) KG) = f(f(x)) = f(2x — 3) 
=2(2x-3)-3 
= Ax-= 9. 
D(fof) = (=, +=). 


d) (gg) (1) = g(g(x)) = g(Vx) = Уух = Vx. 


D(go 8) = (0, +=). 


0, se x<0 
(їй) Sejam f(x) = 4X, se O<x=1 
O, se x1 


1 se х<0 
eg(x) = 2x. se 0=х=1 
1, se AL 


Determinar fog. 


Sex «0, (fog) (x) = f(g(x)) = f) = 2 = 1. 
SeO0=x=1,(fog)(x) = f(g(x)) = f(2x). 


Para 0 < х = > temos 0 = 2x < 1. Logo, neste caso, (fog) (x) = (2x7) = 4x2, 


Para < x = 1 temos 2x > 1. Assim, para este caso, (fog) (x) = 0.Sex> 1, (fog) (x) = f(g(x)) = /(1) = 1. 
1, se х<0 
2 se 0<х=1/2 
se 1/2<x<1 
yis se x>1 


Logo (fag) (x) = 


O domínio de fog é D( fog) = (—=, +). 


O gráfico de fog pode ser visto na Figura 2.10. 
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j Н 
1/2 1 x 
Figura 2.10 


2.10 Exercicios 


1. Se f(x) = == achar: 


(а) f(0) 0$) f( -2) 
(с) гал) (d) f(x — 2) 
€) f(1/2) 0) fe» 

2. Se f(x) = 2, determine: 


5f( — 1) - 2f (0) + 3/(5) 
7 


(a) (b) [f( — 1/2)P 


(с) f(x — 2) (d) FC) + f(4/t) 

o MO O Лб). 
3. Dada а função f(x) = xl — 2x, calcular f ( — 1), f(1/2) e f( — 2/3). Mostrar que (lal) = —lal. 
4. Se f(x) = eed = — a, mostre que f(f(x)) = x. 


5. Se f(x) = х2 + 2x, achar f (a + h) — f (a), y = 0 e interpretar o resultado geometricamente. 
h 

6. Dada Ф(х) = i forme as expressões d (1/x) e 1/D(x). 

7. Dada a função f (x) = x? + 1, mostrar que, para a + 0, f (1/a) = f(a)/a?. 


8. Dada a função f (x) = 1/x, mostrar que f(1 + Л) — f(1) = —h/(1 + A). Calcular f (a + h) — f(a). 


9. Seja f(n) a soma dos n termos de uma progressão aritmética. Demonstrar que f(n + 3) — 3f(n + 2) 
+3f(n + 1) — f(n) = 0. 


10. 


п. 


12, 


13. 


16. 
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Exprimir como função de x: 

(a) А área de uma esfera de raio x. 

(b) А área de um cubo de aresta x. 

(c) А área total de uma caixa de volume dado V, sabendo que a base é um quadrado de lado x. 


Exprimir o comprimento / de uma corda de um círculo de raio 4 cm, como uma função de sua distância x cm ao 
centro do círculo. 


Seja f(x) = (x — 2)(8 — x) para 2 = x = 8. 
(a) Determinar f(5). f( — 1/2) e f(1/2). 
(b) Qual o domínio da função f(x)? 

(c) Determinar f(1 — 21) e indicar o domínio. 
(d) Determinar f(f(3)] e f[f (5). 

(e) Traçar o gráfico de f(x). 


Determinar o domínio das seguintes funções: 


(a) у= у= < 
(с) y (d y=Vx-2 
02—14 
(e) у= М? 4х +3 у= УЗ +х+ тх 
08) у= Vx +7- Vx +8 ш) у= 
x 

) y=lx+21+4,-5=x=2 р у= 4] 
O у= 1х+21 +4, -5=х= Ф у 12, 
0) ysk-l My= 

y x ИГЕ x 


Usando uma ferramenta gráfica, traçar as curvas definidas pelas equações dadas, identificando as que repre- 
sentam o gráfico de uma fungáo y = f(x). Neste caso, determine a fungáo, o domínio e o conjunto imagem. 


(а) y=3x—1 by-2=0 (93 x= 0 


(d y+V4- 2 = 0 (е)? y = 16 p= 


(g y-é=11 


3 “emi o gráfico, determinar o domínio e o conjunto imagem das seguintes funções: 


-x.se-2<1<0 Bi. эе фей 
(a) f(x) -[ x se perm (b) f(x) = (1/2, se x=0 
1, se x>0 


xh se 250 


() f@)=%1, se 0<x<2 
xh se xz2 


A s as propriedades e características das seguintes funções a partir das suas representações gráficas 
(domínio, conjunto imagem, raízes, máximos e mínimos, crescimento e decrescimento). 
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(а) f(x) = 2 + 8x + 14 b) р(х) = =x+4x-1 
© y= (1-29 @ у= -( 2) 
(е) у= х? H = 
@ flx)=Ixl,-3<x<3 0) Ў) = 
"EAE л = 
(i) B “ra O f(x) = М2х 
17. Para cada uma das seguintes funções f (x) esboce primeiro o gráfico de y = f(x), depois o gráfico de 


y = If (x)! e finalmente o gráfico de y = ux + К, 


(a) f(x) = (х—2)(х +1) 6) f(x) = х? 
€) f(x) = -x @ f(x) -4- x. 
18. Sejam g(x) =x -3 e f(x) = 


Calcule k tal que f(x) = g(x) para todo x. 
19. Para cada item, calcule f + g, f — g, f: g, fig, fog. guf. k : f, onde k é uma constante. 


(a) f(x) = 2х Р g(x) =4+1 
(b f(x) =3x — 2 $ g(x) = Ixl 

© о) = тт g(x) =1/x 

(a) у(х) = Ух+т | gG) =x-2 
(e) f(x) =Vx-2 ; glx) = Vx -3 
Фф f@)= = í g(x) = 1/V/x. 


20. Seja h definida por h(x) = 2x — 7. Calcule h; h, heh + h. 


21. Sabendo que f = g ° h, nos itens (a), (c) e (d) encontre a função h e no item (b) a função g. 


(a) р(х) = 2+1 я (х) =х+1. 
Ф) f(x) = Vx + 2 | h(x) = x +2. 
(с) f(x) = a+ bx . g(x) = x +a. 
4) р(х) = le -3xr+5 , g(x) = Ixl. 


22. Sendo f(x) = ax + b, para quais valores de a e b tem-se (f 0 f) (х) = 4х — 9? 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


M 
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Sejam f(x) = Vx — 4 e g(x) = E +1,x=3. Calcular f ° g. Dé о domínio е o conjunto imagem de 
ТОО g(x) e (f° g) (х). 


5x, х=0 
Sejam f(x) = { — x. 0 < x = 8ер(х) = x°. Calcular f ° g. 
Vx, x>8 


R$ Determinar algebricamente o domínio das funções f(x)= V x — 2, g(x)= Vx + 2, 
h(x)= f(x) + g(x), р(х) = f(x) а(х) ë a(x) = (fe g) : (x). 


Faça o gráfico das funções e compare os resultados. 


A função g é definida рог g(x) = x?. Defina uma função f tal que (f ° g)(x) = x, para x = Ое uma função h. 
tal que (h ° g)(x) = x, para x = 0. 


Se f(x) = x”, encontre duas funções g para as quais (f ° g) (x) = 4x? — 12x + 9. 
Se f(x) = x? — 2x + 1, encontre uma função g(x) tal que (f/g)(x) = x — 1. 


Dadas as funções f(x) = x? - 1 e g(x) = 2x — 1: 


(a) Determine o domínio e o conjunto imagem de f(x). 

(b) Determine o domínio e o conjunto imagem de g (x). 

(c) Construa os gráficos de f(x) e g(x). 

(4) Calcule + 8,7 — & & f f/g. f^ gegof. 

(e) Determine o domínio das funções calculadas no item (d). 


Ag Peterminar algebricamente os valores de x, tais que f (x) < g(x), sendo f (x) = 2x + Le g(x) = 4 х 
Usando uma ferramenta gráfica, traçar o gráfico das funções dadas e comparar os resultados. 


Determinar algebricamente os valores de x, tais que o gráfico de f(x) esteja abaixo do gráfico de g( x), sendo 
х) =  - Le g(x) = 1 — 22. Usando uma ferramenta gráfica, traçar o gráfico das funções dadas e comparar 
os resultados. 


O gráfico da Figura 2.11 ilustra a propagação de uma epidemia numa cidade X. No eixo horizontal temos o tempo 
€ no cixo vertical, o número de pessoas atingidas depois de um tempo / (medido em dias a partir do primeiro dia da 
epidemia). 


+ N (número de pessoas) 


; t(medido em dias) 
» 


Figura 2.11 


— — 


33. 


34. 


35. 


36. 
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(a) Em qual semana houve o maior número de pessoas infectadas? 
(b) Quando a epidemia foi totalmente controlada? 
(c) Como você descreveria a propagação da doença em linguagem coloquial? 


Um fabricante produz peças para computadores pelo preço de R$ 2,00 cada uma. Calcula-se que, se cada peça for 
vendida por x reais, os consumidores comprarão, por mês, 600 — x unidades. Expressar o lucro mensal do fabrican- 
te como função do preço. Construir um gráfico para estimar o preço ótimo de venda. 


Um grupo de amigos trabalham no período de férias vendendo salgadinhos nas praias. U aluguel do trailler e todos 
08 equipamentos necessários para a produção são alugados pelo valor de R$ 2.000,00 por mês. O custo do material 
de cada salgadinho é de R$ 0,10. Expressar o custo total como uma função do número de salgadinhos elaborados. 


Em um laboratório, um determinado ser vivo apresenta um ciclo produtivo de 1 hora, e a cada hora um par pronto 
para reprodução gera outro par reprodutor. Como expressar essa experiência populacional em função do número de 
horas, supondo que a população inicial é de cinco pares? 


Um grupo de abelhas, cujo número era igual a raiz quadrada da metade de todo o enxame, pousou sobre uma rosa, 
tendo deixado para trás 8/9 do enxame: apenas uma abelha voava ao redor de um jasmim, atraída pelo zumbido de 
uma de suas amigas que caíra imprudentemente na armadilha da florzinha de doce fragrância. Quantas abelhas for- 
mavam o enxame”? 

(Adaptação de um problema histórico, originalmente escrito em versos.) 


-——————————————————————— WM 


2.11 Funcóes Especiais 


A seguir vamos relacionar algumas funções que chamaremos de funções especiais. 


2.11.1 Função Constante Ё toda função do tipo f (x) = k, que associa a qualquer número real x um mesmo 


número real k. 
A representação gráfica será sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando por y = k. 
O domínio da função f (x) = ké D(f) = IR. 
O conjunto imagem é o conjunto unitário Im(f) = (k). 
Exemplos: 


0) f(x) = 2 [Figura 2.12. (a)] 
Gü) Дх) = —3 [Figura 2.12. (b)] 


(a) 
Figura 2.12 


2.11.2 Função Identidade É a função f: R — IR definida por f(x) = x. 
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O gráfico desta função é uma reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes (Figura 2.13). 


Figura 2.13 


O domínio de f(x) =x é D(f) = R. 
O conjunto imagem é Im(f) = IR 
2.11.3 Função do 1º Grau Função do 1° grau é toda função que associa a cada número real x o número real 


ax + b, a * 0. Os números reais a e b são chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear. 


Quando a > 0 a função f(x) = ax + b é crescente, isto é, à medida que x cresce, f(x) também cresce. Quando 
a < 0a função f(x) = ax + b é decrescente, isto é, à medida que x cresce f(x) decresce. 


O gráfico da função f(x) = ax + b é uma reta não paralela aos eixos coordenados. 
O domínio de f(x) = ax + b é D(f) = R. 

O conjunto imagem é Im(f) = IR. 

Exemplos: 


(1) (x) = 2x + 3 é uma função do 1º grau crescente porque a > 0 (Figura 2.14). 
gl 


Figura 2.14 


Gi) А função f(x) = —3x + 1 é uma função do 1° grau decrescente porque а < O (Figura 2.15). 
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Figura 2.15 


(ii) No movimento retilíneo uniforme, o espaço percorrido é uma função do tempo, expresso pela fórmula 
5 = 50 + vt, onde sy e v são constantes e v 7 0. Essa função é do 1° grau. 


Observamos que a função f(x) = ax + b, a, b, Є IR é chamada de função afim por muitos autores, que destacam os 
seguintes casos particulares: 


(i) Função do 1º grau, quando a + O 
(1) Função linear, quando a + 0eb = 0 


(iii) Função constante, quando a = 0 


2.11.4 Função Módulo А função definida por y = |x| chama-se função módulo. O seu domínio é o conjunto 
D(f) = Reo conjunto imagem é Im(f) = [0, +). 


O gráfico desta função está ilustrado na Figura 2.16. 


Figura 2.16 


2.11.5 Função Quadrática A função f: IR — IR definida por f(x) = ax? + bx + ca + 0 é chamada fun- 


ção do 2º grau ou função quadrática. Seu domínio é D(f) = IR. 


O gráfico de uma função quadrática é uma parábola com eixo de simetria paralelo ao eixo dos y. Se o coeficiente 
de x? for positivo (a > 0), a parábola tem a concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parábola tem a concavidade vol- 
tada para baixo. 


A intersecção do eixo de simetria com a parábola é um ponto chamado vértice. 


A intersecção da parábola com o eixo dos x define os zeros da função. No quadro seguinte caracterizamos as diver- 
sas possibilidades (Figura 2.17). 
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À = b? — 4ac > 0 A=b—4ac=0 А = № – Дас «0 
a parábola intercepta | | a parábola intercepta a parábola náo 
o eixo dos x em dois o eixo dos x intercepta o 
pontos distintos. em um único ponto. eixo dos x. 


Figura 2.17 


Dada uma função quadrática qualquer y = ax? + bx + c, com a + 0, usando a técnica de completar os quadra- 


dos, podemos facilmente escrevê-la na forma 


= а(х — x)? + Yo a) 


sendo (x,, y,) O vértice da parábola. Neste caso o eixo de simetria é dado por x = xy. 


Exemplos: 


(i) A parábola dada por y = x^ — 6x + 5 pode ser escrita como 


у= (x! — 6x) + 5 
= (xt= 6x+ 9) =9+5 
= (х - 3) – 4. 
O vértice da parábola 6 (x,. y,) = (3, —4) e o eixo de simetria é x = 3. 
(ii) А expressão (1) é muito útil quando queremos fazer um esboço rápido do gráfico de uma função quadrática, 


pois permite identificar a concavidade, o vértice e o eixo de simetria. Para obter um esboço do gráfico basta 
determinar mais alguns pontos, que podem ser tomados de um só lado do eixo de simetria. Dada a função 


y= +4х—1, 


podemos escrever 
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-Цихэхх-1-1) 


= 2(?+2х +1) + 4-2) 
=2(x +1} — 3. 
Logo, o eixo de simetria é x = —1 e o vértice (x,, уу) = ( —1, —3). Como a = 2 > 0, a parábola tem concavi- 


dade voltada para cima. 
A Figura 2.18 nos mostra o gráfico dessa função com o vértice, o eixo de simetria e alguns pontos assinalados. 


Xy 


(1-8) 
Figura 2.18 
2.11.6 Função Polinomial É a função f: IR > IR definida por f(x) = apx” + ар”! +.. + амсах + a 
onde ao, aj, . - др ao O, são números reais chamados coeficientes e n, inteiro não negativo, determina o 


grau da função. 
O gráfico de uma função polinomial é uma curva que pode apresentar pontos de máximos e mínimos. 
Posteriormente faremos esboços de gráficos dessas funções com o auxílio das derivadas. 
O domínio é sempre o conjunto dos números reais. 


Exemplos: 


(Gi) А função constante f(x) = k é uma função polinomial de grau zero. 

Gi) A função f(x) = ax + b, a + 0 é uma função polinomial do 1? grau. 

(iii) А função quadrática f(x) = ax? + bx + c. a + O é uma função polinomial do 2º grau. 

(iv) A função f (x) = x? é uma função polinomial chamada função cúbica. 

(v) A função f(x) = 5a — 6x + 7 é uma função polinomial de grau 5. 
2.11.7 Função Racional É a função definida como o quociente de duas funções polinomiais, isto é, 

p(x) 

x)= d 
^ alx) 


O domínio da função racional é o conjunto dos reais excluindo aqueles x tais que q(x) = 0. 


onde р(х) e q(x) são polinômios e q(x) + 0. 
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Exemplos: 


mE 
1 é função racional de domínio D(f) = IR — (—1] (Figura 2.19). 


à) A função f(x) = A E 


Figura 2.19 


Gü) A função f(x) = poem o racional de domínio D(f) = R — (—4, —3, 3) (Figura 2.20). 


Figura 2.20 


-ш—ї——— 


2.12 Funções Pares е Ímpares 


Dizemos que uma função f(x) é par se, para todo x no domínio de f, f(x) = f(x). 

Uma função f (x) é ímpar se, para todo x no domínio de f, f (~x) = ~f). 

O gráfico de uma função par é simétrico em relação ao eixo dos y e o gráfico de uma função ímpar é simétrico em 
relação à origem. 


Exemplos: 
G) A função f(x) = x? é par, já que f(—x) = (~x) = х? = f(x). 


Gi) A função f(x) = x^ + х? é ímpar, já дех) = (—2)° + (=) = —6 - л? = (х? + x) = ЈО). 


(iii) А função f(x) = x^ + 4 não é par nem ímpar. 
_— 


2.13 Funções Periódicas 


Dizemos que uma função f(x) é periódica se existe um número real T + O tal que f(x + T) = f(x) para todo 
x € D(f). 
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O número T é chamado período da função f(x). 
O gráfico de uma função periódica se repete a cada intervalo de comprimento |T|. 
Exemplos: 


(i) Mais adiante, mostraremos que as funções trigonométricas f(x) = sen xe f(x) = cos x são periódicas de 
período T = 27. 


(ii) А função constante é periódica e tem como período qualquer número T = 0. 
(ш) A Figura 2.21 mostra gráficos de outras funções periódicas. 


Figura 2.21 


— . . 
2.14 Função Inversa 


Seja y = f(x) uma função de A em B ou f: A — B. Se, para cada y € B, existir exatamente um valor x € A tal 
que y = f(x), então podemos definir uma função g: B > A tal que x = g(y). A função g definida desta maneira é 
chamada função inversa de f e denotada por f `. 


Exemplos: 
(i) A função f: IR — R definida por у = 2x — 5 tem como função inversa 
1 
f `: R > R, definida por x = 3 (у +5). 


x—1 


3-х 


Gi) A função f: IR — (3) > R — (—1) definida por y = 
1+3y, 


y +1 
Graficamente, podemos determinar se uma função admite inversa. Passando uma reta paralela ao eixo dos x, esta 


deve cortar o gráfico em apenas um ponto. A Figura 2.22 ilustra a função f: IR — IR dada por y = x° que não possui 
inversa. Fazendo uma restrição conveniente no domínio, essa mesma função pode admitir inversa, Por exemplo, para 
x = 0 existe a inversa x, = Vy e para x = Q existe a inversa x; = - Vy. 


admite a função inversa 


FR- (-1) >R - (3) definida por x = 


Y 


Figura 2.22 
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Para fazermos o gráfico da função inversa basta traçarmos a reta y = x e observarmos a simetria. 

Exemplos: 

G) A função f: [0, +) > [0, +0), definida por f(x) = x? tem como inversa a função g: [0. +) > [0, +00) 
dada por g(x) = Vx (ver Figura 2.23). 


(ii) A função f: IR — IR dada por y = х? admite a função inversa g: IR — IR dada por g(x) = Vx (ver 
Figura 2.24). 


Figura 2.23 Figura 2.24 


2.15 Algumas Funções Elementares 


2.15.1 Função Exponencial. Chamamos de função exponencial de base a a função f de IR em IR que associa a 
cada x real o número real a”, sendo a um número real, 0 < a + 1, 


ou f:IR—IR 
xocy-mq. 


O domínio da função exponencial é D(f) = IR. A imagem é Im(f) = (0, ©). Podemos também denotar 
Im(f) = (0,0) = R}. 


Com relação ao gráfico da função f (x) = а" (Figura 2.25) podemos afirmar: 
1) a curva que o representa está toda acima do eixo das abeissas, pois у = a* > O para todo x € R; 
2) corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1); 


3) f(x) = а“ é crescente se a > 1 e decrescente se 0 <a < 1. 


xv 


Figura 2.25 
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2.15.2 Função Logarítmica Dado um número real a (0 < a + 1), chamamos função logarítmica de base a a 
função de IR” em IR que se associa a cada x o número log, x, isto é, 


РЕ >R 
x> y = loga x. 


As funções f de IR; em IR definida por f (x) = log, x e g de IR em IR. definida por g(x) = а 0 < a + 1, são 
inversas uma da outra. 


Temos D(f) = IR; e Im(f) = R. 


Com relação ao gráfico da função f (x) = log, x (0 < a + 1) (Figura 2.26) podemos afirmar: 


1) está todo à direita do eixo y; 
2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0); 
3) f(x) = log, x é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1; 


4) é simétrico ao gráfico da função g(x) = а" em relação à reta y = x. 


9-8 
y (m и 


Figura 2.26 
2.15.3 Funções Trigonométricas 


FUNÇÃO SENO 
Seja x um número real. Marcamos um ângulo com medida x radianos na circunferência unitária com centro na ori- 
gem (ver Figura 2.27). Seja P o ponto de intersecção do lado terminal do ângulo x, com essa circunferência. 


CN 
Ж. 


Figura 2.27 


Denominamos seno de x a ordenada OP, do ponto P em relagáo ao sistema U 0 V. 
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Definimos a função seno como a função f de IR em IR que a cada x € IR faz corresponder o número real y = sen x, 
isto é, 


кәк 
х y = sen x. 
O domínio da função seno é Re o conjunto imagem é o intervalo [—1, 1]. 
A função y = sen x é periódica e seu período é 27, já que sen (х + 27) = sen x. 
Em alguns intervalos sen v é crescente е em ontros é decrescente. Por exemplo. nos intervalos [0. 7/2]e [37/2.27] 
sen x é crescente. Já no intervalo [z/2, 37/2] ela é decrescente. 
O gráfico da função f(x) = sen x, denominado senóide, pode ser visto na Figura 2.28. 


Figura 2.28 


FUNÇÃO COSSENO 

Seja x um número real. Denominamos cosseno de x a abcissa OP, do ponto P em relação ao sistema U O V (Figura 
2.27). Definimos a função cosseno como a função f de IR em IR que a cada x € IR faz corresponder o número real y 
= cos x, isto é, 


кәк 
Xx y = cos x. 
O domínio da função cosseno é IR e o conjunto imagem é o intervalo [ — 1. 1]. 
Para todo x € IR, temos cos (х + 27) = cos x. Portanto, a função cosseno é periódica e seu período é 27. 
Em alguns intervalos a função cosseno é crescente e em outros, decrescente. Por exemplo, no intervalo (0, тт] a fun- 


ção f(x) = cos x é decrescente. Já no intervalo [7r, 27] ela é crescente. 
O gráfico da função f (x) = cos x, denominado cossenóide, pode ser visto na Figura 2.29. 


Figura 2.29 


FUNÇÃO TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE 
Estas funções são definidas em termos de seno e cosseno. 
As funções tangente e secante são, respectivamente, denotadas pelos símbolos tg e sec e definidas por: 


tg x ; sex 
cos x TN «SOS X. 
ршн, sciam EB 


para todos os números reais x tais que cos x + 0. 


— À 
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As funções cotangente e cossecante são, respectivamente, denotadas por cotg e cosec e definidas por: 


CON X —— _ 7 tos = 


para todos os números reais x tais que sen x + 0. 


O domínio das funções tg x e sec x é o conjunto de todos os números reais x para os quais cos x + 0. 
am „9 Sr 
Comocos x = 0 quando x for + T sE гү 25 2 


D(tg)=D(sec) = (x € В| x + 7/2 + пт, n E Z). 


т x T 
, isto é, quando x = 2 + пт, п € Z, temos 


Analogamente, o domínio das funções cotangente e cossecante é o conjunto de todos os números reais x para os 
quais sen x 0. Como sen x = 0 para x = nz, n € Z, temos: 


D(cotg) = D(cosec) = [x € R| х + пт, n € Z}. 


Os gráficos dessas funções podem ser vistos na Figura 2.30. Podemos observar que as funções tangente e cotangen- 
te são periódicas de período z e que as funções secante e cossecante são periódicas de período 27. 


AY AY 


à 
xv 


y = cotg x 

: : : ] ' ] AY , ] 
! i 1 ! | | Po: 
13270 (20 n/2 3m2 у Ул (л (0 (х 28 х 
| Е | q 1 | БУХ! 
I | ! ! | | | 

y = sec x ` y-cwex ` 

Figura 2.30 


2.15.4 Funções Trigonométricas Inversas 
Conforme definição da seção 2.14, sabemos que é impossível definir uma função inversa para a função y = sen x, 
porque a cada valor de y corresponde uma infinidade de valores x. 
Portanto, para definirmos a função inversa de y = sen x necessitamos restringir o domínio. 
Esse fato ocorre com todas as demais funções trigonométricas. 
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FUNÇÃO ARCO SENO 
Seja f: [— 7/2. 7/2] > [—1. 1] a função definida por f (x) = sen x. A função inversa da f(x) será chamada arco 
seno e denotada por 


f ^5 [71.1] > [77/2. 7/2], onde f^! (x) = arc sen x. 


" x T T e 
Simbolicamente, para —— = y = >> escrevemos а equivalência: 


Figura 2.31 
Observamos que na definição da função arco seno poderíamos ter restringido o domínio y = sen x a qualquer dos 
seguintes intervalos: 
[7/2, 37/2], [3m/2, 57/2], [5r/2, 77/2], ..., ou 
[ — 30/2, — 1/2] [| — 5m/2, — 3m/2] [ — 77/2, - 5/2], . 


FUNÇÃO ARCO COSSENO 
Seja f: [0,7] > [— 1, 1] a função definida por f(x) = cos х. A função inversa de f será chamada arco cosseno e 
denotada por f~ ': [—1, 1] > [0, т], onde f~ (х) = arc cos x. 


Simbolicamente, para 0 = у = 7, escrevemos: 


y = arc cos x 4 x = cos y 
O gráfico desta função nos mostra uma função decrescente (Figura 2.32). 


Observação: 
A função y = arc cos x pode ser definida também pela equação 


arc cos x = 7/2 — arc sen x 


Figura 2.32 
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De fato, utilizando o triángulo retángulo (Figura 2.33), temos: 


< 


Z 


Figura 2.33 


Os ângulos a e B são completamentares, ou 


a+p=5 


x 


sena = cos В. 
Portanto, œ = arc sen x e 8 = arc cos x. Concluímos que 


T 
arc cos z = — arc sen x. 
FUNÇÃO ARCO TANGENTE 
A função inversa da tangente é definida para todo número real. 
Seja f : (--772, m/2) > IR a função definida por f(x) = tg x. A função inversa de f será chamada função arco tan- 
gente e denotada por f ~ ': IR — (-772, +7/2), onde f~ (x) = arc tg x. 
Simbolicamente, para — 7/2 < y < 7/2, escrevemos 


TUM 

O gráfico nos mostra que, quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se de 7/2. Quando x se torna muito 
pequeno, arc tg x se aproxima de — 77/2. 

É uma função crescente (ver Figura 2.34). 


Figura 2.34 


OUTRAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
Podemos definir a função inversa da cotangente como 


н Ы 


onde 0 < y < т. 


As funções inversas da secante е da cossecante serão funções de x по domínio |х| = 1, desde que adotemos as 
definições: 
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coy = aresen x = are cos (1/1) - 
Pepe ce e 


A Figura 2.35 mostra o gráfico dessas funções trigonométricas inversas. 


Figura 2.35 


2.15.5 Funções Hiperbólicas 
As expressões exponenciais 


—— gina 
EE S 
2 2 


ocorrem freqüentemente na Matemática Aplicada. 
Estas expressões definem, respectivamente, as funções seno hiperbólico de x e cosseno hiperbólico de x. 
O comportamento dessas funções nos leva a fazer uma analogia com as funções trigonométricas. 


SENO HIPERBÓLICO E COSSENO HIPERBÓLICO 


ишли 
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A função seno hiperbólico, denotada por senh, с a função cosseno hiperbólico, denotada por cosh, são definidas, 


respectivamente, por: 


x e + 


senhx = e cosh x = > 


O domínio e a imagem das funções senh e cosh são: 


D (senh) = 


æ, +=), 
D (cosh) = (—», +), 
Im (senh) = (— 2, +%) ë 


Im (cosh) = (1, +=). 
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O gráfico da função senh é dado na Figura 2.36 (a). Pode ser obtido pelo método chamado adição de ordenadas. Para 


А 1 Ls M " 
usar essa técnica, esboçamos os gráficos das funções 3 Fes 2° * (tracejados) e somamos as respectivas ordenadas. 


Da mesma forma obtemos o gráfico da função cosh [Figura 2.36 (b)]. 


-12e* X 


(a) 


Figura 2.36 


A função cosseno hiperbólico pode ser usada para descrever a forma de um cabo ou corrente flexível, uniforme, 
cujas extremidades estão fixas a uma mesma altura. 

Na Figura 2.37 desenhamos um fio de telefone ou de luz. Observamos que a curva representada pelo fio aparenta a 
forma de uma parábola. No entanto, é possível mostrar que a equação correspondente é: 


y = cosh (x/a), a € IR. 


Esta curva recebe a denominação catenária. 


Figura 2.37 
As quatro funcoes hiperbólicas restantes podem ser definidas em termos de senh e cosh. 


TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE HIPERBÓLICAS 
As funções tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbólicas, denotadas respectivamente por tgh, cotgh, sech 
e cosech, são definidas por: 


senh x Жыш 
$q = = E 
coshx e+e 
cohx eres 
cotghipce —— osi 
senhx е-е 
sech x — - 


cosh x 
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cosech x — 


senhr | 


Os gráficos dessas funcóes podem ser vistos na Figura 2.38. 
Muitas identidades análogas às conhecidas para funções trigonométricas são válidas para as funções hiperbólicas. 
Por exemplo, pode-se verificar que 


1 2 
cosh“ и — senh^u = 1. 


Esta identidade é análoga à identidade trigonométrica cos” и + sen? и = 1 e pode ser usada para justificar o adje- 
tivo “hiperbólico” nas definições. 

De fato, a identidade cosh? и — senh? и = 1 mostra que o ponto P de coordenadas (cosh и, senh u) está sobre a 
hipérbole unitária x? — y? = 1. 

Fazendo u variar no conjunto dos reais, o ponto P descreve o ramo direito da hipérbole. Observamos que aqui a 
variável real u não representa um ángulo, como ocorre nas funções trigonométricas. No entanto, pode-se estabelecer uma 
relação interessante, que fornece uma interpretação geométrica para o parâmetro u. 

Na Figura 2.39 (a), representamos o círculo unitário, onde demarcamos um ponto P (cos г, sen 1). A área Ас do setor 
circular QOP é dada por 


AY AY 


y = sech x y = cosech x 
(c) (a) 


Figura 2.38 
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Uma relação análoga a esta é válida para as funções hiperbólicas. De fato, é possível mostrar que a área A}, do setor 
hiperbólico QOP da Figura 2.39 (b), é dada por 
1 


Ay = qu 


e, dessa forma, и = 2A,. 


P(cosh u, senh u) 


(a) (b) 
Figura 2.39 


Relacionamos abaixo outras identidades que podem facilmente ser verificadas: 


tghu = $ 
син cotgh u 


1 — tgh?u = sech^ue 


1 — cotgh?u = —cosech' u. 


2.15.6 Funções Hiperbólicas Inversas 


Nesta seção estudaremos as funções hiperbólicas inversas. Para isso, devemos nos lembrar das definições da seção 
2.15.5 e observar os gráficos das Figuras 2.36(a) e (b) e 2.38. 


FUNÇÃO INVERSA DO SENO HIPERBÓLICO 

Analisando o gráfico da função y = senh x [Figura 2.36(a)], vemos que a cada valor de y na imagem corresponde 
um único valor de x no domínio, Assim, podemos definir a função inversa. 

A função inversa do seno hiperbólico, chamada argumento do seno hiperbólico e denotada por arg senh, é definida 
como segue: 

CCEE 

Temos D (arg senh x) = Im (arg senh x) = R. 

O gráfico da função arg senh pode ser visto na Figura 2.40. Ele é obtido fazendo uma reflexão do gráfico da fun- 
ção senh sobre a reta y = x. 


Figura 2.40 
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FUNÇÃO INVERSA DO COSSENO HIPERBÓLICO 
Para definirmos a inversa da função cosseno hiperbólico precisamos restringir o seu domínio, pois, como podemos ver 
no seu gráfico, Figura 2.36(b), a cada valor de y na imagem, exceto y = 1, correspondem dois valores de x no domínio. 


Seja f: [0, +=) > [1, +) a função dada por f(x) = cosh x. A sua função inversa é chamada argumento do cos- 
seno hiperbólico e é denotada por arg cosh. Simbolicamente, para y = 0, escrevemos 


у= arg cos x = LT ой) _ 


Temos D (arg cosh x) = [1, + )e Im (arg cosh х) = [0, +=). 
O gráfico pode ser visto na Figura 2.41. 


cos X 


yz? 


Figura 2.41 


INVERSAS DAS FUNÇÕES TANGENTE HIPERBÓLICA, COTANGENTE HIPERBÓLICA 


E COSSECANTE HIPERBÓLICA 

Para definirmos as inversas destas funções não necessitamos restringir os seus domínios, pois a cada valor de y na 
imagem corresponde um único valor de x no domínio [ver Figura 2.38, (a), (b) e (d)]. 

As funções inversas da tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica e cossecante hiperbólica, denotadas respectiva- 
mente por arg thg, arg cotgh e arg cosech, são definidas como segue: 


A Figura 2.42 mostra um esboço dos gráficos dessas funções. 


ү Y 


xv 


> 
xv 


y = arg cotgh x У = arg cosech x y - arg tgh x 


Figura 2.42 
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INVERSA DA FUNÇÃO SECANTE HIPERBÓLICA 
Da mesma forma que ocorreu com a inversa do cosseno hiperbólico, para definirmos a inversa da função secante 
hiperbólica devemos restringir seu domínio. 


Seja f: [0, +) — [0, 1] a função dada por f(x) = sech x. A sua função inversa é denotada por arg sech. Рага y = 0, 


temos 


Lec Mae 


Na Figura 2.43 podemos ver o esboço do gráfico da funçào arg sech. 


Y 


Figura 2.43 
Podemos exprimir as funções hiperbólicas inversas em termos de logaritmos naturais. Isso decorre do fato de as fun- 
ções hiperbólicas serem definidas em termos da função exponencial, que admite a função logaritmo natural como inversa. 
A seguir apresentaremos essas expressões, que aparecem fregientemente na integração. 


arg senh x = In (x + Vx? + 1), x qualquer; 


arg cosh x = In (x + Vx? — 1), x = 1; 


+$ 
arg cotgh x = In (E — j ld > 1: 


1 E 
аве в (LP oe ex 


x 
1, Vit 
arg cosech x — In Gs vs * 0. 


Exemplo: Mostrar que arg senh x = (x + Vx? + 1), para todo valor de x. 
Sejam x € IR e y — arg senh x. 


Então, x = senh y = 


e, portanto, 


a 0. 
Multiplicando ambos os membros da igualdade por e”, temos 


e? — 2хе* — 1 = 0. 
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Resolvendo esta equação para e” pela fórmula quadrática, obtemos 


SERERE „ессе 


Y 
4 2 


Como e” > 0 para qualquer y, a solução envolvendo o sinal negativo deve ser descartada. Portanto, 
e= x+ Мх? +1. 


Tomando o logaritmo natural, temos 


у= In (x + Vx? + 1), ou seja, 
arg senh x = In (x + Vx? + 1). 


2.16 Aplicaçóes 


Nas mais diversas áreas utilizam-se funções para a compreensão de fenômenos e resolução de problemas. 
Formalmente podemos dizer que estamos modelando o mundo ao nosso redor. É claro que essa afirmação não é com- 
pletamente verdadeira, pois o mundo ao nosso redor é altamente complexo e ao trabalharmos com um modelo fazemos 
simplificações para reduzir essa complexidade. 

Em geral, os modelos são validados para que sejam efetivamente aplicáveis como ferramentas para entender e ana- 
lisar diferentes fenômenos. Os exemplos apresentados nesta seção são didáticos e, portanto, não foram necessariamente 
validados. 

Apresentamos a seguir um conjunto de exemplos ilustrativos. 

Observamos que os recursos tecnológicos disponíveis atualmente facilitam o manuseio de diferentes modelos mate- 
máticos. 


(1) O preco de uma corrida de táxi, em geral, é constituído de uma parte fixa, chamada bandeirada, e de uma parte variá- 
vel, que depende do número de quilómetros rodados. Em uma cidade X a bandeirada é R$ 10,00 e o preco do qui- 
lómetro rodado é R$ 0,50. 


(a) Determine a função que representa o preço da corrida. 
(b) Se alguém pegar um táxi no centro da cidade e se deslocar para sua casa, situada a 8 km de distância, quanto 
pagará pela corrida? 
Solução: 
(a) Inicialmente devemos introduzir uma notação para as variáveis envolvidas. Sejam: 
P = preço da corrida; 
a = preço do quilômetro rodado; 
b = bandeirada; 
x = número de quilômetros rodados. 


Como o preço da corrida é a bandeirada mais o preço do quilômetro rodado multiplicado pelo número de quilôme- 
tros rodados, a função que determina o preço da corrida é dada por: 


P(x) = b + ax. 
Para a cidade X, temos a = 0,50 e b = 10,00. Logo, P(x) = 0,50x + 10,00 que é uma função do primeiro grau. 
(b) Para a situação descrita neste item temos x = 8. Assim, 


P(8) = 0,50:8 + 10,00 
= 14,00 


Portanto, a pessoa pagará R$ 14,00. 
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(2) Um avião com 120 lugares é fretado para uma excursão. A companhia exige de cada passageiro R$ 900,00 mais uma 
taxa de R$ 10,00 para cada lugar vago. Qual o número de passageiros que torna máxima a receita da companhia? 
Solução: 

Do enunciado do problema extraímos os seguintes dados e variáveis: 
Capacidade do avião: 120 lugares 
Número de passageiros: x 
Preço por passageiro: 
» parcela fixa: 900,00 
* parcela variável: 10 (120 — x) 
Receita da companhia: R 
Temos: 
R = 900x + 10(120 — x) x 
= 2.100x — 10º, 
Podemos observar que R é uma função quadrática com concavidade voltada para baixo. Assim o número de passa- 


geiros que torna máxima a receita é dado pela coordenada x do vértice da parábola. Reescrevendo R na forma 


R = a(x — x,)° + yo, 


sendo (x,, у„) O vértice da parábola, vem: 


R 10x? + 2.100x 


l 


= — 10(x2 — 210x) 


l 


= — 10(x2 — 2 x 105x + 105°) + 10 x 1052 


= — 10(x — 105)? + 110.250 


Portanto, (x, y,) = (105, 110 250). 


O número de passageiros que torna máxima a receita da companhia é x = 105. A receita máxima é igual a 
R$ 110.250,00. 


(3) Curvas de oferta e demanda 


Em Economia, estamos interessados em saber como o preço influencia a demanda e a oferta de um dado produto. 
Para isso usamos as curvas de oferta e demanda. 


A curva de oferta demonstra como a quantidade que os produtores pretendem oferecer de um dado produto depende 
de seu preço. 

A curva de demanda demonstra como a quantidade procurada pelos consumidores de um dado produto depende de 
seu preço. 

A Figura 2.44 (a) apresenta uma curva de oferta e a Figura 2.44 (b) uma curva de demanda. 


p p 
Р, 


Р» 


Figura 2.44(a) Figura 2.44(b) 
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No eixo horizontal representamos a quantidade q do produto e no eixo vertical seu preço p. Intuitivamente pode- 
mos perceber que q depende de p, ou seja, p seria a variável independente. No entanto, representamos q no eixo hori- 
zontal para manter o mesmo padrão dos textos de Economia. 


(a) 
(b) 


Qual a leitura prática que pode ser feita do gráfico da Figura 2.44 (a)? 
E do gráfico da Figura 2.44 (b)? 


Solução: 


(a) 


(b) 


No gráfico da Figura 2.44 (a) pudemos observar que, por um preço inferior a py, o5 produtores não estão dis- 
postos a produzir qualquer quantidade do produto. A partir de po, à medida que o preço aumenta, a quantida- 
de a ser ofertada do produto também aumenta. Isso retrata a possibilidade de aumento de lucros, o que é 
comum na prática. 


Na Figura 2.44 (b) temos uma curva de demanda. Pode-se observar que ao nível de preço p, não há deman- 
da para o produto. ou seja, ninguém está disposto a pagar esse preço pelo produto. À medida que o preço dimi- 
nui, a demanda aumenta, chegando a um ponto de saturação q). Isso significa que, quando se chega ao nível 
qı, não há mais aumento na demanda, mesmo que o produto seja oferecido de graça. 


(4) Restrição Orçamentária 

Em nosso país, um dos problemas que os governos enfrentam diz respeito à alocação de verbas para programas sociais 
e pagamento de funcionários. Vamos supor que existe um montante fixo, M, a ser repartido entre os dois propósitos. 

Se denotarmos por x o montante a ser gasto com o pagamento de funcionários e por y o montante destinado aos pro- 
gramas sociais, temos: 


М=х+ у. 


Essa equação é conhecida como restrição orçamentária. 
Seu gráfico é uma reta. Como as variáveis x e y são não negativas, só a parte do primeiro quadrante é de interesse 
para a análise (ver Figura 2.45). 


TY 


M 


Figura 2.45 


(a) Quala leitura prática que podemos fazer desse gráfico? 

(b) Suponha que numa cidade X existam 200 funcionários que ganham um salário médio de R$ 800,00 mensais 
e que o montante M é de R$ 300.000,00 mensais. Qual o montante mensal disponível para programas sociais? 
Os funcionários reivindicam 13% de aumento em seus salários. Qual o impacto desse aumento sobre os pro- 
gramas sociais? 

Solução: 

(a) A leitura prática que se faz da reta de restrição orçamentária é que o aumento dos gastos de um setor acarre- 


(b) 


tará a diminuição dos gastos com o outro. 
Como temos 200 funcionários com salário médio de R$ 800.00, segue que 
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x = 200 x 800,00 
= 160.000,00 
Como M = 300 000,00, vem que 
y= М — х 
= зоо 000.00 — 160.000,00 
= 140.000,00 


Um aumento de 13% sobre os salários produzirá um incremento de R$ 20.800,00 no montante gasto com funcio- 
nários, que passará a ser 


x, = x + 20.800,00 
= 160.000,00 + 20.800,00 
180.800,00 


Portanto, o montante correspondente уу, disponível para programas sociais será de 
y, = 300.000,00 — 180.800,00 
= 119.200,00. 


Isso corresponde a uma diminuição de aproximadamente 15% sobre o montante anterior. 


(5) Crescimento Populacional 

Para prever a população de um dado país numa data futura, muitas vezes é usado um modelo de crescimento 
exponencial. 

Para isso, observa-se o valor real da população em intervalos de tempo iguais, por um dado período de tempo. 
Calcula-se, a seguir, a razão entre a população observada em períodos consecutivos. Se a razão for aproximadamente 
constante, em cada observação, a população é dada pela população anterior multiplicada por esta razão, que é chamada 
fator de crescimento. 

A tabela que segue apresenta dados da população brasileira no período de /940 a 1980. 


População Brasileira, 1940-1980 


Ano População Absoluta Razão | 
1940 41.165.289 | 
G 1950 | nal ALIS ZU = 1,26 | 
1960 70070497 1001047 = 135 | 
1970 93.139.037 22121 = 133 


1980 119.002.706 


Fonte: IBGE. Anuários Estatísticos do Brasil (Adaptação das autoras) 
— romana тантана mete et 


(a) Usando esses dados, obter uma previsão para a população brasileira no ano 2000. 


(b) Sabendo que a população brasileira no ano 2000 era de 169.799.170, qual o erro cometido, em percentual, na 
previsão? 
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Solução: 
(a) Observando a terceira coluna da tabela dada, apesar da variação, poderíamos supor que a taxa é razoavelmen- 
te constante e aproximá-la de 1,3. 


O ano 1940 corresponde a observação no instante t = 0. Nossa unidade de tempo (intervalo entre observações) é 
de dez anos. Dessa forma, t = 1 corresponde a /950, t = 2 a 1960, e assim sucessivamente. 
Temos, então, as seguintes estimativas para a população: 


Ano Valor de £ Valor de P 
1940 0 41.165.289 x 1,3 
1950 1 41.165.289 x 1,3! 
1960 2 41.165.289 x 1,3? 
3 41.165.289 x 1.33 | 


41.165.289 x 1,3* 


Esse modelo é conhecido como modelo de crescimento exponencial. 
Usando esse modelo, podemos prever a população para o ano 2000. 
O ano 2000, corresponde a г = 6. Portanto, a população prevista рага o ano 2000, é dada por: 


P(6) = 41.165289 x 1,3% 
= 198.696.000 pessoas. 


(b) Como a população brasileira era de 169.799.170 no ano 2000, segue que a previsão obtida apresenta um erro 
para mais de aproximadamente 17% em relação à população observada. 


(6) Decaimento Radioativo 

A massa de materiais radioativos, tais como o rádio, o urânio ou o carbono-14, se desintegra com o passar do tempo. 
Uma maneira usual de expressar a taxa de decaimento da massa é utilizando o conceito de meia-vida desses materiais. 

A meia-vida de um material radioativo é definida como o tempo necessário para que sua massa seja reduzida à 
metade. 

Denotando por Mo a massa inicial (corresponde ao instante г = 0) c por M a massa presente num instante qualquer 
1, podemos estimar M pela função exponencial dada por 


M=Me * a) 


sendo K > 0 uma constante 

A equação (1) é conhecida como modelo de decaimento exponencial. A constante K depende do material radioati- 
vo considerado e está relacionada com a meia-vida dele. 

Sabendo que a meia-vida do carbono-14 é de aproximadamente 5.730 anos, determinar: 


(a) a constante K. do modelo de decaimento exponencial para esse material; 

(b) а quantidade de massa presente após dois períodos de meia-vida, se no instante + = O a massa era Mo: 

(c) a idade estimada de um organismo morto, sabendo que a presença do carbono-14 neste é 80% da quantidade 
original. 


Solução: 
(a) A meia-vida do carbono-14 é de aproximadamente 5.730 anos. Assim, supondo a massa inicial Mo, devemos 
determinar o valor de K, tal que 


M. 
> = Me E578 
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Resolvendo esta equacào exponencial com o auxílio de logaritmos, vem 


1 


2 = g75790K 
In> = —5730K 
12 
К = 5730 
= 0,0001209. 


Logo, o modelo de decaimento exponencial para o carbono-14 é dado por 
M = M e 99001209 o 


(b) Para um material radioativo qualquer, após dois períodos de meia-vida, a massa presente será 


sendo M, a massa inicial. 


Usando o modelo de decaimento exponencial do carbono-14, podemos comprovar empiricamente este resultado. 
Temos, 


М = My e 00001209 
Para 1 = 11.460, vem 
М = My e 00001209 x 11460 
= 0,25Mp. 
(c) Temos M = 0,8Mo. Usando a equação (2), vem: 
0,8М = Муе 990120 
In 0,8 = —0,0001209% 


Es 110,8 
= —0,0001209 


Ш 


1.846 апоз. 


(7) Equilíbrio de Mercado 
Analisar o equilíbrio sob a ótica do mercado implica a definiçáo de um conjunto de variáveis que se inter-relacio- 
nam, ajustadas umas às outras, envolvidas cm um modelo matemático. 


Para discutir esse tipo de modelo precisamos observar o comportamento das variáveis escolhidas e as propriedades 
das funções que definem o modelo. 


É importante deixar claro que o equilíbrio perde a relevância se outras variáveis são incluídas no modelo, pois a 
idéia básica é que estamos diante da inexistência de mudanças. 
Para exemplificar vamos supor que 
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* Q, = quantidade procurada de uma mercadoria (demanda); 


* Q, = quantidade ofertada de mercadoria (oferta); 
* p = preço 


A suposição que alicerça o equilíbrio é que o excesso de demanda é zero ou 


Q,- 0, = 0. 
Supondo que as curvas de oferta e demanda são funções lineares é possível escrever: 
Q/= 0, 


Ол= а – bp.a,b > 0 
Q, = —c + dp. c, d > 0 


Os parámetros a, b, с, e d são definidos em função do mercado. 


Funções 


das 


Do ponto de vista gráfico. o equilíbrio do mercado representa a intersecção entre duas curvas (no caso linear entre 


duas retas). Algebricamente estamos diante da resolução de um sistema de equações. 
Supondo que 0, = —2p + 15e О, = 3p — 3, fazendo Q, = Q,, vem: 


-2p+15=3p-3 
2р+3р = 15 +3 


5p = 18 
18 

= — = 3,6. 

p= 6. 


A Figura 2.46 mostra o ponto de equilíbrio do mercado em p = 3,6. 


ov 


Figura 2.46 


(8) Custo total 


A definição formal de custo varia conforme o contexto. Por exemplo, os economistas tratam os custos de forma 
diferente dos contadores, pois estes estão preocupados em retratar o desempenho da empresa em seus demonstrativos 
anuais. Para ficar mais claro podemos citar que os custos contábeis incluem a desvalorização dos equipamentos, ao 
passo que os economistas preocupam-se com os custos que ocorrerão no futuro. Sem entrar em detalhes nessa concei- 
tuação, podemos de forma menos formal lembrar que os custos de um empresa variam com o nível de produção (custos 
variáveis — Cy), enquanto outros são fixos (custos fixos — Cp). Dependendo da empresa, podemos considerar como 
exemplo de custos fixos os gastos com a manutenção da fábrica, seguro e um número mínimo de funcionários. Como 


custos variáveis podemos incluir salários e matérias-primas. 
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O custo total (Cy) teoricamente é a soma dos custos variáveis com os custos fixos. 
бэ 


Supondo que C; é o custo total da produção de x unidades de um determinado produto e assumindo, de forma mais 
simples, que o custo total depende somente da variável x, podemos escrever a Função Custo Total 


G= Cro) 


Vários tipos de funçóes podem ser usados para modelar a funçào custo total. Em geral as curvas tëm característi- 
cas bem definidas, tais como: 


+ Quando nenhuma unidade é produzida, o custo total é zero ou positivo. Caso tenhamos o valor zero, fica enten- 
dido que o custo fixo é zero. 


+ O custo total aumenta quando x aumenta. 


O custo total médio (Cry), denotado na maioria das vezes como custo médio, é o custo por unidade quando x uni- 
dades são produzidas. 

Vamos observar na Figura 2.47 o gráfico da função Су (x) = 2x + 20. Essa função pode representar o custo total 
de uma empresa que tem o seu custo fixo de R$ 20.000,00. Estamos diante de um custo do tipo linear, pois a função é 
de primeiro grau. Observamos também que estamos considerando somente valores de x € (0, +=], pois o valor do núme- 
ro de unidades produzidas não pode ser negativo. 


Na Figura 2.48 temos o gráfico da função custo total Cy(x) = 


1 

105 + 20. Neste caso a função custo total 

é uma função quadrática definida para valores de x € (0, +2]. Considerando que Cy (0) = 20, temos que o custo fixo 
S zr 

é de R$ 20.000,00 e o custo variável é definido por Cy = 723^ — —x. Observe que a função custo fixo é constante, 


50 10 
assim a distância entre os gráficos das funções custo total e custo variável é exatamente o valor constante 20. 


4 Cr(X) mil reais 4 C(X) mil reais 

804 

70 

60 
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Figura 2.47 Figura 2.48 


Em alguns momentos a variável independente é representada pela letra q, em sintonia com as curvas de demanda. 
Vejamos agora um exemplo que envolve a função custo: 
O custo para produzir q metros de um tecido é dado por C = 50 + 4q, q = 1. 


(a) Encontrar uma fórmula para a função inversa. 
(b) Explicar, em linguagem coloquial, o significado da função inversa; 
Solução: 


(a) Temos que o custo é uma função do primeiro grau da quantidade de metros produzidos, admitindo, portanto, 
uma inversa. A sua inversa é dada por: 
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Como o domínio da função custo é dado por q = 1, segue que o domínio da função inversa é dado por C = 54. 


(b) Podemos dizer que a quantidade de tecido produzida, em metros, depende do montante gasto em sua produ- 
ção (custo). 


(9) Receita e lucro total 


Se o preço de um produto é p e a quantidade demandada a esse nível de preço é q, podemos definir receita total 
como 


R-p-:q. 


Exemplos: 

(a) Supondo que p = 44 — 2q. podemos escrever a função receita total 
R = q(44 — 24) 
R = 44q — 24° 


Podemos visualizar o gráfico na Figura 2.49. 


192 
144 | 
96 
48 
+ » 
1 22 q 
Figura 2.49 


Observando o gráfico podemos perceber que: 


. A receita se anula quando a quantidade demandada é igual a zero ou 22; 
Е А receita atinge um valor máximo quando q = 11. 


Já discutimos a função custo total e nesse item а receita total, assim, podemos estabelecer a função Lucro total, 
denotada por 


L-R-C, 


Exemplo: 
Uma indústria comercializa um certo produto e tem uma função custo total em mil reais, dada por 
СТ = q? + 20g + 475, q = 0. A função receita total em mil reais é dada por R(q) = 1204. Determinar: 
(a) O lucro para a venda de 80 unidades. 


(b) Em que valor de q acontecerá o lucro máximo? 
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Solução: 


(a) Inicialmente vamos escrever a função lucro total: 


L(q) = R(g) — C(q) 


1204 — (4? + 20q + 475) 
= — q + 1004 — 475. 
Assim, podemos calcular o lucro para a venda de 80 unidades: 
L(80) = — 80? + 100 x 80 — 475 
= 1.125. 


Portanto, temos o valor de R$ 1.125.000,00. 


(b) Para saber o valor de q tal que o lucro seja máximo, vamos utilizar a visualização gráfica da função lucro na 
Figura 2.50. 


+ 
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Figura 2.50 


Observamos que estamos diante de uma função do segundo grau num domínio q € [5,95]. O vértice da parábola 


caracteriza o ponto máximo da curva, Temos, então, o valor q = 50 unidades, que corresponde ao lucro máximo. 


(10) 


Depreciação de equipamentos 
O contador de uma empresa usa o método da linha reta para fazer a depreciação de um certo equipamento de uma 


empresa no decorrer do tempo. Cada equipamento tem uma estimativa de vida útil e o valor contábil decresce a uma taxa 
constante de tal forma que ao término da vida útil podemos ter um valor zero ou um valor residual denotado por r. 


Vamos considerar que: 

* y éo valor contábil; 

* 1,0 valor do investimento na compra do equipamento; 
* T. a vida útil; 

* 1,0 tempo. 


Temos que y = f(t) é uma função do primeiro grau tal que f(t) = at + b, sendo f(0) = I ef(T) = О ou 


HT) = н. 


Supondo inicialmente o valor residual nulo temos: 


f0)=ax0+b=1 
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f(T)=axT+b=0 


= 
ef(t)= ES t + 1, que é uma função do primeiro grau decrescente. 


Quando o valor residual é r + 0, podemos escrever 
f(0)=ax0+b=T 
MT) =a x T + b — r. 


Assim, temos que b = /, а = 


4 
ef(t) = T 1 + I, que é uma função do primeiro grau decrescente muito usada 


Dessa forma b = /,a = 


T 
para analisar a depreciação de equipamentos. 


Observamos que esta função só tem significado para o domínio t € [0, T |, 

Para exemplificar, vamos supor que um notebook foi comprado por R$ 4.200,00 e a estimativa de vida útil é de 5 
anos. Supondo um valor residual de R$ 800,00, qual é o valor contábil ao término de 3 anos? 

Para este exemplo temos: 


f(0) = 4.200 
165) = 800 


Assim, f (t) = — 680r + 4.200. Logo, o valor contábil ao término de 3 anos é f (3) = 2.160, ou seja, R$ 2.160,00. 


2.17 Exercicios 


1. Construir os gráficos das funções de 1º grau. Dar o domínio e o conjunto imagem. 
(a) у= kx; sek = 0, 1,2, 1/2, 1, —2 
(b y=x+b;seb=0,1,—1 
(c) y=15x +2. 
2. “Q Construir os gráficos das funções quadráticas. Dar o domínio e o conjunto imagem 


(a) у= ах, еа = 1.1/2, -2 


х +c. se с = 0, 1.1/2, -3 


= 
< 
[] 


(O) у= + (х 1), еу = 0,1, -1 
(d у= ах? + bx + с,ѕеа= l, b= -2c = 5. 


3. Construir os gráficos das funções polinomiais. Dar о domínio е o conjunto imagem. 


(a) y =2 + (x — 1) (b) y = x° (о у= 2⁄2 — 4. 


4. Construir os gráficos das funções racionais. Dar о domínio е o conjunto imagem. 


1 1 
Gy = = у= (e) у= 


(x — 1)° 


5. A função f(x) é do I? grau. Escreva a função se 
SED -26/0) = 3. 
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6. Determinar quais das seguintes funções são pares ou ímpares 


(a) flx) =3xt -2x2 +1 (b) 
(с) f(s) = 52+ 2s+2 (d) 
(е) f(x) = 1хі 0 


жай! 


e fe-t DELE 


*1 
DECENT шы Q f@) lax VI 20). 
7. Demonstre que, asi, g são funções ímpares, então (f + g) e (f — g) são também funções ímpares. 
8. Demonstre que, se fe g são funções ímpares, então f - g e f/g são funções pares. 


9. Mostre que a função — [/(х) + f(—x)]é pare que a função — Bu = f (—x)] é ímpar. 


10. Demonstre que qualquer função f: IR — IR pode ser expressa como a soma de uma função par com uma função 


ímpar. 
11. Expresse as funções seguintes como a soma de uma função par e uma função ímpar 
(а) fG@)= x +2 b f(x) = х? 1 
= 1 
(с) fa) = £ (d) f(x) = 1х1 + |x — 1. 


x+1 


12. Seja f(x) uma função, cujo gráfico para x = 0 tem o aspecto indicado na figura. Completar esse gráfico no domí- 
nio de x < 0, se: 


(a) f(x) é par; 
(b) f(x) é ímpar. 


x 


13. “e Em cada um dos exercícios determine a fórmula da função inversa. Fazer os gráficos da função dada e de 
sua inversa. 


(а) y=3x+4 (b у= 


18. 


19. 


20. 


21. 


rct 
. Mostrar que a função y = f(x) = 


. Dada a função y = f(x) = 


peram 
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,x=0 0) y=*-4x=0 


Va 


© y-2xx3-4xz0. 


D 1 coincide com a sua inversa, isto é, x = f (y) ou f(f(x)) = x. 
FREE 


x 
== definida para todo x real, demonstrar que a sua inversa é a função 
VI + x 

definida para |y| < 1. 


zx, se х<1 


. Seja f(x) = (22, se 15x59 


27Vx, se x>9. 
à 


Verifique que f tem uma inversa e encontre f~ (x). 


- Se f(x) e g(x) são periódicas de período T, prove que: 


(a) h(x) = f(x) + g(x) tem período T. 
(b) h(x) = f(x) * g(x) é periódica de período T. 


f) 


(c) h(x) = БО) 


,8(x) + 0 V x é periódica de período T. 


Se f(x) é periódica de período T, prove que 3T também é período de f. 
Sabendo que f(x) é uma função par e periódica de período T = 4, complete o seu gráfico. 


Y 
4 


Se f(x) = 2", mostre que 

f(x + 3) — f(x 1) = 15/2f (x). 

Seja ф(х) = 1/2(а* + a7*) e y(x) = 1/2(a* — a). 
Demonstrar que 

Ф(х + y) = Ф(х) ` ó(y) + (x) ф(у)е 

y(x + y) = d(x) (y) + Ф(у) y(x). 
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22. RÔ Construir o gráfico das seguintes funções exponenciais. 


(a) y= a*,sea = 2, 1/2, e (e = 2,718...) 


(b) y =10% 

(co) уз & 

(@ у= -2. 

L= £ " Uf a*b 

23. Dada ф(х) = In qup verifique a igualdade ф(а) + (b) = «: m 2 
24. Sejam f(x) = log xe g(x) = x^. 

Forme as expressões 

(а) f[g(2)] (b) f[g(a)]a7 0 

(с) gU(a))a > 0. 
25. & Construir o gráfico das seguintes funções logarítmicas. 

(a) y=In(—x) (b) у= 1а |х| 

(с) у= а (х +1) (d) у = log, хѕеа = 10, 2е 1/2 


(e) у= хах. 


26. Se f(x) = arc tg х prove que 


ло) +70) - (222). 


27. Prove que arc tg a — arc cotg b = arc cotg b — arc cotg a. 


2f(0 
28. Seja f (0) = tg Ө. Verifique a igualdade f(20) = ar 
29. Seja f(x) = arc cos (logio x). 
Calcular f(1/10), f(1) e f (10). 
30. Determinar o domínio das seguintes funções: 
2x 
(a) y= arc cos CE (b) arc sen (log x/10) 


(c) у = Vsen2x. 


31. as) Construir o gráfico das seguintes funções trigonométricas. Verificar se são periódicas e em caso afirmativo 
determinar o período. 


(а) y=senkx, k=2,3,1/2e 1/3 (b) kcosx k=2,3,1/2,1/3e —1 


| 


(с) у= А соѕ2х, k=2-1el/2 sen (х — т/2) 


(e) у= cos (х + 7/2) tg (x — 37/2) 
(g) у= сов (x + т/4) 0) у= gx 


(б) у= 1+ вепх (0 у= 1+ |sen 2х|. 


32. 
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Dada a função f(x) = 2 senh x — 3 tgh x, calcule /(2), f(— 1) e f(0). 


33. Prove as identidades: 


34. 
35. 


36. 


37. 
38. 
39. 


41. 


42. 


43. 


(a) 1 = ћи = sech? u (b) 1— cotgh2u = —cosech? u. 
Defina uma função inversa para у = cosh x, para х = 0. Esboce o gráfico. 


Mostre a validade das expressões: 


(a) argcoshx = 1n (x + V? 1), x = 1; 


f +z 
(b) argtghx = 1/2 In ТУГ) Цан цагдах 


ІМ 7 


х 


(с) ar sech x = 1n Í ho<x=1. 


Sendo fíx) = cosh x, mostre que 


Л (x + Vi? 1)1=x 


Mostre que as funções senh x, tgh x, cotgh x e cosech x são ímpares. 
Mostre que as funcóes cosh x e sech x sáo pares. 


Analisar a função f(x) = 24x — 3x? e verificar a possibilidade de representar uma função receita total. Em caso 
afirmativo identifique a função demanda e responda: 


(a) Qual a quantidade demandada quando o preço unitário é R$ 5,00? 

(b) Qual é o preço do produto quando a receita é máxima? 

As funções de demanda e de oferta de um determinado produto no mercado são dadas por д; = 15 — 4pe 
qa = 6p — 1, respectivamente. 

(a) Determine o preço de equilíbrio. 


(b) Represente graficamente as funções demanda e oferta, mostrando o ponto de equilíbrio. Esboce os dois grá- 
ficos juntos. 


Uma imobiliária cobra uma comissão de 12% do valor da venda de um imóvel mais R$ 25,00 fixo para as despesas 
de correio e divulgação. Denote por x o valor do imóvel (em reais) e por f (x) a comissão cobrada pela imobiliária. 


(a) Descreva a função f (x). 
(b) Опа о valor recebido pela imobiliária na venda de um imóvel por R$ 185.000,00? 


O preço de venda de um produto é de R$ 27,00. A venda de 100 unidades dá um lucro de R$ 260,00. Sabendo que 
o custo fixo de produção é de R$ 540,00 e que o custo variável é proporcional ao número de unidades produzidas, 
determine: 


(a) А função receita total 
(b) O custo variável para uma produção de 2.000 unidades. 
(c) А produção necessária para um lucro de R$ 23.460,00. 


Uma indústria comercializa um certo produto e tem uma função custo total dada por C(x) = x? + 20x + 700, 
sendo x o número de unidades produzidas. A função receita total é dada por R(x) = 200x. Determine: 


(a) O lucro para a venda de 100 unidades. 


(b) Em que valor de x acontecerá o lucro máximo? 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 
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Determinar graficamente e algebricamente o equilíbrio do mercado considerando as seguintes funções de demanda 
e oferta: 


0,-10-4Р 0,-4-Р 
(а) үа 48 
0,-6Р-1 0,-4Р-1 
Uma caixa sem tampa, na forma de um paralelepípedo, tem um volume de 10 cm”. O comprimento da base é o 


dobro da largura. O material da base custa R$ 2,00 por m^ ao passo que o material das laterais custa R$ 0.02 por 
т“. Expressar o custo total do material em função da largura da base. 


"o Traçar o gráfico das funções trigonométricas. Comparar cada conjunto identificando a transformação ocor- 
rida. Identificar domínio, conjunto imagem, máximos e mínimos, crescimento e decrescimento. 


(а) f(x) senx, g(@z) = 2senx, h(x)= 1/2 senx 

(b) flx)=senx, g(x) = ѕеп 2х, A(x) = sen (1/2x) 

(с) Кх) = cosx, g(x) = cosx + 3, h(x) = cosx- 3 

(d) f@)= cosx, g(x)=cos(x + 2), h(x) = cos (x — 2) 

(e) f(x) = ѕепх, g(x) = —sen x 

"o Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela, o gráfico das funções dadas em cada item e, a 
seguir, responda a questão: 

Dado o gráfico de f(x), o que se pode afirmar sobre o gráfico de g(x) = f(x — a) quando a > 0? E quando a < 0? 

@ у=" y =(x-2y у= (х – 4) 

(0) у=? y=@+ ay y= + 4) 

"ф Usando uma ferramenta gráfica, trace numa mesma janela o gráfico das funções dadas em cada item e, a 
seguir, responda a questão: 

Dado o gráfico de f(x), o que se pode afirmar sobre o gráfico de g(x) = f(x) + a, quando a > 07 E quando a < 07 

(a) y 

(Ф) у=? y=2-2 y=2-4 


© 


(а) foj=2-6+9 
(b) Јо) = 2 + 4x + 4 
(O) Јо) = — 6+5 


E y=2+2 у= +4 


dentifique algebricamente as transformações realizadas na parábola “mãe” f(x) = x^, para obter as Seguin- 
tes funções quadráticas. A seguir trace o gráfico e compare os resultados, 


Determine algebricamente a função inversa. A seguir, numa mesma janela, trace o gráfico de cada função, 
de sua inversa e da função identidade. 
(а) у=2х-1 
x 
(2 -2-1 
(b) y 2 
(б у= 


(d y=G-— 1 «4 


Para cada uma das funções, se necessário, restrinja o domínio e o contradomínio e determine a inversa. 


52. 


53. 
54. 


55. 


56. 


57 


58. 


59. 
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A locadora A aluga um carro popular ao preço de R$ 30,00 a diária mais R$ 0,20 por quilômetro rodado. A loca- 
dora B o faz por R$ 40,00 a diária mais R$ 0,10 por quilômetro rodado. Qual a locadora você escolheria, se você 
pretendesse alugar um carro por um dia e pagar o menos possível? Justifique algebricamente e graficamente. 


Dentre todos os retângulos de perímetro igual a 80 cm, quais as dimensões do retângulo de área máxima? 


Para medir a temperatura são usados graus Celsius (ºC) ou graus Fahrenheit (°F). Ambos os valores 0°С е 32°F 
representam a temperatura em que a água congela e ambos os valores 100°C e 212ºF representam a temperatura de 
fervura da água. Suponha que a relação entre as temperaturas expressas nas duas escalas pode ser representada por 
uma reta. 


(a) Determine a função do primeiro grau F(C) que dá a temperatura em °F. quando ela é conhecida em °С. 

(b) Esboce o gráfico de F. 

(c) Qual a temperatura em °F corresponde a 25°С? 

(d) Existe alguma temperatura que tem o mesmo valor numérico em °C e em °F? 

Numa dada cidade a população atual é de 380.000 habitantes. Se a população apresenta uma taxa de crescimento 
anual de 1,5%, estime o tempo necessário para a população duplicar. Use um modelo de crescimento exponencial. 


Uma criança tem um montante fixo M = R$ 180,00 para comprar latinhas de refrigerantes c cachorros quentes para 
sua festa de aniversário. Suponha que cada latinha de refrigerante custe R$1,20 e cada cachorro quente R$ 1,50. 


(a) Obtenha a equação de restrição orçamentária. 
(b) Esboce o gráfico, supondo as variáveis contínuas. 


(c) Sea criança optar em usar todo seu orçamento comprando somente cachorros quentes, estime o número de 
cachorros quentes que podem ser comprados. 


O custo total de uma plantação de soja é função em geral, da área cultivada. Uma parcela do custo é aproximada- 
mente constante (custos fixos) e diz respeito às benfeitorias e equipamentos necessários. A outra parcela diz respei- 
to aos custos dos insumos e mão-de-obra e depende da área plantada (custos variáveis). Supor que os custos fixos 
sejam de R$ 12.400,00 e os custos variáveis sejam de R$ 262,00 por hectare. 


(a) Determinar o custo total da plantação em função do número de hectares plantado. 
(b) Fazer um esboço do gráfico da função custo total. 
(c) Сото podemos visualizar os custos fixos e variáveis no gráfico? 


A meia-vida do rádio-226 é de 1.620 anos. 


(a) obter o modelo de decaimento exponencial para esta substância. 
(b) Após 700 anos. qual o percentual de uma dada quantidade inicial de rádio ainda resta? 


Uma certa substância radioativa decai exponencialmente sendo que, após 100 anos, ainda restam 60% da quantida- 
de inicial. 

(a) Obter o modelo de decaimento exponencial para esta substância 

(b) Determinar a sua meia-vida. 

(c) Determinar o tempo necessário para que reste somente 15% de uma dada massa inicial. 


O objetivo deste capítulo é discutir a definição de limite de dife- 
rentes formas. Inicialmente apresenta-se a noção intuitiva usando 
exemplos de sucessões numéricas. Em seguida apresentamos tabe- 
las e gráficos que auxiliam na visualização do limite da função. A 
definição formal é apresentada propiciando a demonstração de 
propriedades que serão usadas no cálculo de limites e, finalmente, 
é apresentado o conceito de continuidade das funções. 


3.1 Noção Intuitiva 


Inicialmente faremos algumas considerações. Sabemos que. no conjunto dos números reais, podemos sempre esco- 
Iher um conjunto de números segundo qualquer regra preestabelecida. 
Analisemos os seguintes exemplos de sucessões numéricas. 


(1) 1,2,3,4,5,... 

(2) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ... 
(зү 10 -1 =2:3, 
(4) 1,3/2,3,5/4,5,7/6,7,... 


Na sucessáo (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um LIMITE. Dado um número real qualquer, 
por maior que seja, podemos sempre encontrar, na sucessão, um termo maior. Dizemos então que os termos dessa suces- 
são tendem para o infinito ou que o limite da sucessão é infinito. 


Denota-se 
хә +0, 


Na sucessão (2) os termos crescem, mas não ilimitadamente. Os números aproximam-se cada vez mais do valor 1, 
sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que 


+1. 
De maneira análoga, dizemos que na sucessáo (3) 
LAW 


Em (4) os termos da sucessáo oscilam sem tender para um limite. 
Ampliaremos, agora, o conceito de LIMITE para os diversos casos de limite de uma função. 
Observemos as seguintes funções: 


Carituto 3 Limite e continuidade 61 


— 
Exemplo 1: 
Seja y = 1—1/x (ver Figura 3.1 e Tabela 3.1). 

Tabela 3.1 


x 1 2 3 4 5 6 ss 500 “ 1000 


x -1 -2 23 -4 -3 E —100 e —500 
y 2 32 4⁄3 5⁄4 6/5 . JOVI 501/500 


Figura 3.1 


Esta função tende para | quando x tende para o infinito. Basta observar as tabelas e o gráfico para constatar que: 
уг? 1 quando x > +<. 

Denota-se dim (1 -1/х) = 1. 

Exemplo 2: 

A função y = x? + 3x — 2 tende para +% quando x > +=, 

Denota-se Jim (° + 3x- 2) = +0, 


De fato, intuitivamente, basta analisar o gráfico (Figura 3.2) e as sucessdes da Tabela 3.2. 


Tabela 3.2 


х -1 = -3 -4 -5 =6 22 —100 25 -500 
y —4 =4: -2 2 8 16 7: 9.698 T 248.498 
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x 
Figura 3.2 
Exemplo 3: 
2x1 
A função y = E tende para 2 quando x — +% e escrevemos 
lim 2х +1 sd 
ste x — 1 
Tabela 3.3 
x 3 2 15 125 1,1 101 1,001 1,0001 
| У 3,5 5 8 14 32 302 3.002 30.002 


x | -1 0 09 099 0999 0.9999 
y | 05 -1 -28 -298 -2.998 —29.998 


Figura 3.3 


Observando a Figura 3.3 e a Tabela 3.3 ainda podemos dizer que y > + с quando x — 1 através de valores maio- 
res do que 1e y — — quando x — 1 através de valores menores do que 1. Nesse caso, estamos nos referindo aos limi- 


tes laterais denotados por: 
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im 
st Xi— 
respectivamente chamados limite à direita e limite à esquerda. 


Exemplo 4: 
A Figura 3.4 nos mostra o gráfico da função 
" 1 
Y G +” 
Observando a Figura 3.4 e a Tabela 3.4 podemos afirmar que esta função tende para o infinito quando x tende para 
—1 e escrevemos 
lim === mes +0 
aa (z + 1° 


ou ainda, 
; Ї. ou Ж 
dir Do ge. 
Tabela 3.4 
x -3 -2 -15 -125 -11 -101 —1,001 


y 0,25 1 4 16 100 10.000 1.000.000 


х 1 0 -05 -075 -09 -09 0,999 
y 0,25 1 4 16 100 10.000 1.000.000 


Figura 3.4 


Exemplo 5: 


-1 
A Figura 3.5 mostra o gráfico da função y = Goy e a Tabela 3.5 apresenta o comportamento da fungáo numa 


vizinhanca de 2. 
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Escrevemos lim ow —^ ou y— —« quando x — 2. 
Tabela 3.5 
x 4 3 25 21 2,01 2,001 


л -025 -1 -4 -100 -10000  —1.000.000 


Exemplo 6: 
1 
Na Figura 3.6 temos o gráfico da função y = cos. Observando esta figura e a Tabela 3.6, podemos afirmar que 


9 gráfico dessa função oscila numa vizinhança de zero, sem tender para um limite. 


Y 
1,5 


:0,5 05 


xv 


Figura 3.6 
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Tabela 3.6 
» 1 эрсэн ү др MM eL a x 
Х | — = 0,318309 51 = 0,159154 = = 0,106103 — & 0,0795774 
T 27 3 Am T 
же = 1 -4 1 


Exemplo 7: 


1 
Na Figura 3.7 temos o gráfico da função y = 25 + 3. De modo análogo aos exemplos anteriores, observando esse 


gráfico e a Tabela 3.7, podemos escrever que 


im (1 = tim [1 5 
Jm (d * 3) = dm (d * 3) =5 


ou ainda, 

Tabela 3.7 
x 5 4,5 41 4,01 4,001 4,0001 
y 5.5 525 5.05 5.005 5,0005 5,00005 


x 3 35 39 399 


3,999 


3,9999 


y 45 415 4,95 4,995 


4,9995 4,99995 


Figura 3.7 
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Pode-se observar no Exemplo 7 que, à medida que tomamos valores de x cada vez mais próximos de 4 ou (x — 4), os 
valores de y tomam-se cada vez mais próximos de 5 ou ( y — 5), independentemente da sucessão de valores de x usados. 

Esse mesmo exemplo pode ser analisado de outra forma, mais conveniente para a introdução da definição formal 
de limite. 

Pode-se observar que é possível tornar o valor de y tão próximo de 5 quanto desejamos, desde que tornemos x sufi- 
ciente próximo de 4(x + 4). 

A idéia “tornar o valor de y tão próximo de 5 quanto desejarmos”, é traduzida matematicamente pela desigualdade 


ly=51<8 a) 


sendo e um número positivo qualquer, tào pequeno quanto se possa imaginar. 
A idéia “desde que tornemos x suficientemente próximo de 4 (x + 4)" significa que deve existir um intervalo aber- 
to de raio ó > Ü e centro a = 4, tal que se x (x + 4) variar nesse intervalo (isto é, se 0 < |x — 4| < 8), então deve valer 
a desigualdade (1). 
Na Figura 3.8 ilustramos essas idéias geometricamente. 


^Y 


Figura 3.8 


Podemos agora formular a definição de limite. 


3.2 Definição 


Intuitivamente, dizemos que uma função f (x) tem limite L quando x tende рага a, se é possível tornar f (x) arbi- 
trariamente próximo de L, desde que tomemos valores de x, x % a suficientemente próximos de a. 

De uma maneira formal, temos: 

Seja f (x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto, possivelmente, no próprio a. Dizemos que o limite 
de f (x) quando x aproxima-se de a é L e escrevemos 


lim f(x) = L 


se, para todo e > 0, existe um ô > 0, tal que |f (x) — Ll < e sempre 0 < Ix — al < ô. 
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3.3 Exemplos 


Usando a definição 3.2 provar que: 
G) lim (3x-1)=2. 
x 
De acordo com a definição 3.2 devemos mostrar que. para todo e > 0, existe um ë > 0. tal que 


1(3х = 1) — 21 < e sempre que 0 < Ix — 11 < à. 


O exame da desigualdade envolvendo e proporciona uma chave para a escolha de б. 
As seguintes desigualdades são equivalentes: 


13х-1-21<е 


13х – 31 < е 
IB(x - I «e 

3ix - 1l же 

Ix — 1! < g/3. 


A última desigualdade nos sugere a escolha do ó. 
Fazendo ô = &/3, vem que 
I(3x — 1) — 21 < e sempre que 0 < Ix — 11 < à. 
Portanto, lim (3x - 1) = 2. 
Observamos que o valor sugerido para ô não é o único valor que garante a relação pretendida. Poderíamos tomar, 
por exemplo, ó = 5 ou qualquer outro valor ó < = 
Gi) lim х? = 16. 
Vamos mostrar que, dado e > 0, existe ô > 0, tal que 
Ix? — 161 < ғ sempre que 0 < |x — 4| < 8. 
Da desigualdade que envolve e, temos 
Ix? — 161 <e 
Ix - Aix +41 <e 
Necessitamos agora substituir |x + 41 por um valor constante. Nesse caso, vamos supor 
0<6=1, 
e então, de 0 < |x — 4| < ô, seguem as seguintes desigualdades equivalentes: 
lx—4|<1 
-АЖ оф Л 
3«r«5 
7<х+4<9 
Portanto, |x + 4| < 9. 


Escolhendo ô = тіп(ғ/9,1), temos que, se lx — 41 < б, 
então 


Ix? — 161 = Ix — 411х 441 « 8*9 
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M olm 


Logo lim = 16; 


3.4 Proposição (Unicidade do Limite) 


Se limf (x) = L, e lim f(x) = L,, então L, = Lo. 
xcd xa 


Prova Seja = > 0 arbitrário. Como lim f(x) = Li, existe ó, > O tal que 
If(x) — L.l < e/2 sempre que 0 < Ix — al < 8,. 
Como lim f(x) = Ls. existe $ > 0 tal que 
уза 
If(x) = Lal < 8/2 sempre que 0 < Ix — al < às. 
Seja 8 = min(8,, 8,). Então If (x) — L,l < e/2e If (x) — Lal < e/2 sempre que 0 < Ix — al < 8. 
Seja x tal que 0 < 1х — al < ô. Então, podemos escrever 
IL, = Lal = IL, — f(x) + f(x) — Lal = If(x) — Lil + If(x) ^ Lal < e/2 + 8/2 = e. 
Como e é arbitrário, temos |L, — [| = 0 e portanto L, = Lz. 


3.5 Propriedades dos Limites 


Na Seção 3.3, usamos a definição de limite para provar que um dado número era limite de uma função. Foi um pro- 
cesso relativamente simples para funções lineares, que se tornou complicado para funções mais elaboradas. A seguir 
introduziremos propriedades que podem ser usadas para achar muitos limites sem apelar para a pesquisa do número 5 
que aparece na definição 3.2. 


3.5.1 Proposição Se a, те n são números reais, então 


lim (mx + n) = ma + n. 


xa 
Prova Caso 1: m = 0 Ре acordo com a definição 3.2, dado ғ > 0, devemos mostrar que existe 8 > 0, tal que 
mx + n) — (ma + n)! < e sempre que 0 < Ix — al < 5. 
Podemos obter a chave para a escolha de 6 examinando a desigualdade que envolve є. As seguintes desigualdades 
são equivalentes: 
mx + n) — (ma + n) < e 
Ітх = mal < £ 


Imllx = al <e 


e 
Ima em 
Iml 


A última desigualdade sugere a escolha ô = 8, 
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De fato, se ó = Tmi temos 


mi 


1(тх + n) — (ma + n)| = \т\\х — al < Iml + 15 sempre que 0 < 1х — al < à, 


Im 


e, portanto, 
lim (mx + n) = ma + n. 
x2 


Саѕо 2: т = 0 Sem = 0, então l (mx + n) — (ma + n)! = 0 para todos os valores de x. 


Logo, tomando qualquer ô > 0, a definição de limite é satisfeita. 


Portanto, lim(mx + n) = ma + n, para quaisquer a, m e n reais. 


ха 


Da proposição 3.5.1, decorre que: 


(a) 


(b) 


Se c é um número real qualquer, então 


limc = c. 
xa 
lim x = a. 


xa 


3.5.2 Proposição Selim f(x) e lim g(x) existem, e c é um número real qualquer, então: 
xa a 


(a) 


[7] 


lim [f(x) = g(x)] = lim f(x) + lim g(x); 
lim cf(x) = c » lim f(x); 
lim f(x) + g(x) = lim f(x) + lim g(x); 


f(x) lim f(x) 
i = lim 60977 desde que limg(x) + 0: 


tim / (2 = (lim f)" para qualquer inteiro positivo л; 

lim f(x) = Viim f(x), se tim f(x) > 0 e inteiro ou se lim f(x) = O e n € um inteiro positivo impar, 
lim In [f(x)] = In [lim f (x)] se lim f(x) > 0; 

lim cos[f(x)] = cos[lim f(x); 

lim sen [f (x)] = sen (lim f(x); 


lim ef) = PE 


Provaremos o item (a) desta proposição usando sinal positivo. 


Prova do item (a) 
Sejam lim f(x) = L, lim g(x) = M e e > 0 arbitrário. Devemos provar que existe 5 > 0 tal que 
1>4 хэй 


ТОРС) + g(x)) — (L + M)I < e sempre que 0 < Ix — al < à. 


Como lim f(x) = L e e/2 > 0, existe ë, > 0 tal que |f (x) — Ll < e/2 sempre que 0 < Ix — al < бу. 
E 


Como lim g(x) = M, existe 8, > 0 tal que lg(x) — МІ < e/2 sempre que 0 < Ix — al < à. 
хта 


В 
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Seja ô o menor dos números ó, е бу. 
Então ô = ô, e 8 = буе assim, se 0 < Ix — al < à, temos Ig(x) — MI < e/2e If (x) — Ш < e/2. 
Logo, (f(x) + g(x)) — (L + М)! = f(x) — L) + (g(x) — М)! 


< If(x) — LI + Ig(x) - MI 
< 8/2 + e[2 
=e 


sempre que 0 < |x — al < ë e desta forma lim(f(x) + g(x)) = L + M. 


3.5.3 Proposição Se f(x) = h(x) = g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente 
emx=a ese 


lim f(x) = L = lim g(x) 
então, 


lim A(x) = L. 


хэа 


Prova Seja e > O arbitrário. Como lim f (x) = L, existe ó, > 0 tal que |f (x) — LI < g sempre que 0 < |x — a| < 8,. 
Como lim g(x) = L, existe 8; > 0 ul que lg(x) — LI < e sempre que 0 < Ix — al < ô 
Seja ë = min (8;, 5). 
Então, se 0 < |x — al < 8 temos que |f(x) — Ll < ge lg(x) — LI < e, ou de forma equivalente, 
L-8<ga)<L+eeL-e<f(x)< L + e. 
Assim, usando a hipótese, concluímos que, se 0 < lx — al < ë, então, 
L — e< f(x) < h(x) < g(x) < L + e, isto é, 


L-e<h(x)<L+e, 
Logo, se 0 < |x — al < 8, temos que lh(x) — LI < e e, portanto, lim h(x) = L. 
x>a 
Na Figura 3.9 podemos observar graficamente um exemplo da situação descrita nessa proposição. Esse resultado é 


conhecido como Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduíche. 


41 


90) 


ho) 


Figura 3.9 
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3.5.4 Exemplos. 


(i) Encontrar lim (х2 + 3x +5). 

Temos, 

lim (x? + 3x + 5) = lima? + lim 3x + lim 5 
xc гэ r2 


хә? 


= lim x? + 3 lim x + lim 5 
хэ? o ma 
=2+3:2+5 

= 15. 


T WE = 
Gi) Encontrar lim = 
li -8 
горыг ЕР) Зэв 1 
хээд? —7 lim (x° — 7) 27-17 10 
q 


(iii) Encontrar lim Vx* —4х +1. 
НЫ 
lim Vx“ — 4x + 1 = V lim (x° 4x + 1) 
Es 


9—2 
VCD 
=5. 


2-1 


(iv) Encontrar lim 
iu х— 


Nesse caso, não podemos aplicar a propriedade do quociente, pois lim (x — 1) = 0. 
х1 
Рогёт, se fatoramos о numerador, obtemos 


g-i Q= lx 1) 


= x + 1 para x # 1. 
= 1 aub Р 
Como no processo de limite os valores de x considerados são próximos де 1, mas diferentes de 1, temos 


xi-1 tim - DG + 1) 


= lim (x +1) =2 


хах —1 «= Ж-1 


(v) Encontrar lim x 
E 
Vamos usar a proposição 3.5.3. Como todos os valores da função seno estão entre —1 e 1, temos 


0= =1,V x #0. 


1 
sen —| 
x 
Multiplicando a desigualdade por x^, temos 
0= х? 


1 
sen = x, V +0. 


=0. 


Como lim 0 = 0 e lim x? = 0, pela proposição 3.5.3 concluímos que lim x? sen — 
х0 x0 x0 х 
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A Figura 3.10 ilustra a resolução desse exercício. 


^Y 


xv 


Figura 3.10 


3.6 Exercícios 


1. Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 


Intuitivamente, encontre se existir: 


(a) lim f(x). (b) lim f(x). (©) lim f(x). 
@ lim f(x). (e) dim f(x). (7 lim f(x). 


2. Seja f (x) a função definida pelo gráfico: 
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Intuitivamente, encontre se existir: 


(а) (Jim, f(x). (b) Jim, fO). 
© Jim, f(a). ( dim f(x). 


3. Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 


Intuitivamente, encontre se existir: 


(a) lim f(x). (b) lim f(x) © lim f(x). 
@ lim f(x). (e) lim f(x). 0 lim f). 


4. Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 


Intuitivamente, encontre se existir: 


(a) Jim f(x). (b) dim f(x). (c) dim /(х). 
(d) lim f(x). (e) lim f(x). 


5. Seja f(x) a função definida pelo gráfico: 


шиднэ” 
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Intuitivamente, encontre se existir: 


а) lim f(x). (b) lim f(x). (e) lim fx). 
(4) lim f(x). (e) lim f(x). 


6. Descrever analítica e graficamente uma função y = f(x) tal que lim f(x) não existe e tim f(x) existe. 
7. Definir uma função y = g(x) tal que lim g(x) = 4, mas g(x) náo é definida em x = 2. 

8. Definir e fazer o gráfico de uma função y = A(x) tal que lim A(x) = 1e lim h(x) = 2. 

9. Mostrar que existe o limite de f(x) = 4x — Sem x = 3 e que é igual a 7. 


10. Mostrar que lim x? =9. 


Nos exercícios 11 a 15 é dado lim f(x) = L. Determinar um número ë para o e dado tal que |f (x) — Ll < £ 
sempre que 0 < |x — al < ë. Dar exemplos de dois outros números positivos para ó, que também satisfazem a impli- 


cação dada. 
11. lim (2x + 4) = 8, e = 001. 
хэ? 


12. lim (-3x + 7) = 10, e = 0,5. 
хэ-1 


16. RO Fazer o gráfico das funções y = f(x) dadas, explorando diversas escalas para visualizar melhor o gráfico 
numa vizinhança da origem. Observando o gráfico, qual a sua conjectura sobre o lim f(x)? Comprove analitica- 
E 


mente se a sua conjectura é verdadeira. 


18. 


20. 


22. 


24. lim 


26. lim 


28. lim 


30. 


32. 


34. 


36. 


1 
(a) f(x) = sen 


£ 
(с) f(x) = хзеп- 


. Mostrar que: 


Caeiruto З Limite e continuidade 75 
aia 


1 
(5) f(x) = sen - 


T 
(4) f(x) = xsen— 


@ Se f é uma função polinomial, então lim f(x) = f (a) para todo real a. 
хэв 


(ii) Se g é uma função racional e a pertence ao domínio de g, então lim g(x) = g(a). 
ama 


Calcular os limites nos exercícios 18 a 37 usando as propricdades de Limites. 


lim (3 = 7x — 5х2) 
х0. 

lim (— x + 6x* + 2). 
m1 


lim [(x + 4у -(x+2). 


x+4 
x23x —1 


x-1 


ca x-l 


8-546 
э? t—2 


lim V2x + 3. 


a4 


2xt— 


хә: Зх 


lim [2 sen x — cosx + cotg x]. 
1/2 


lim (2x +3)%. 
AER 


19. lim (3х2 – 7x + 2). 
хәз 


21. lim (2x + 7) 

Бай E 

. li = 2). (x + 4)]. 

23. lim[(x — 2)" (z + 4)] 
25. lim 113. 

12 t+ 

2 

27. lim P+Si+6 

ma 142 
29. lim 4 

sin 25 
31. lim (3x + 2)”. 

хэт 
зз; tim Y 

m2 3-4 
35. lim (e* + 4x). 
37. lim senh x 

x 4 
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3.7 Limites Laterais 


3.7.1 Definição Seja f uma função definida em um intervalo aberto (a, c). Dizemos que um número L é o limite 
à direita da função f quando x tende para a e escrevemos 


lim f(x) = L, 
se para todo e > 0 existe um ó > 0, tal que |f (x) — L| < e sempre que a < x < a + ô. 
Se lim f(x) = L, dizemos que f(x) tende para L quando x tende para a pela direita. Usamos o símbolo x — a* 
ха" 
para indicar que os valores são sempre maiores do que a. 


De maneira análoga, definimos limite à esquerda. 


3.7.2 Definição Seja fuma função definida em um intervalo aberto (d, a). Dizemos que um número L é o limite 
à esquerda da função f quando x tende para a e escrevemos 


lim f(x) = L, 


se para todo € > 0, existe um ô > 0, tal que |f (x) — Ll < e sempre que a — ô < x < a. 

Nesse caso, o símbolo x — a” indica que os valores de x considerados são sempre menores do que a. 

Observação. As propriedades de limites, vistas nas proposições 3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3 continuam válidas se substituir- 
mos x—>a porx >a* oux эа. 


3.7.3 Exemplos 


G) Dada a função f(x) = (1 + Vx — 3), determinar, se possível, 
lim f(x)e lim f(x). 
x3 х3 
A função dada só é definida рага x = 3. Assim, não existe lim Fi). 
хээ 

Para calcular lim, f(x), podemos aplicar as propriedades. Temos, 
lim f(x) = іт (1+ Мх- 3) 
хез? ac 

= lim1 + lim Vx - 3 

зээ гэх 
= 1 + V lim (x — 3) 
хээ! 


=1+0 


(й) Seja f(x) = 
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Determinar lim f(x) e lim f(x). Esboçar o gráfico. 
+ 0 


Se x > 0, então |х| = x e f(x) = =i 


Logo, lim f(x) = lim =1=-1, 
x x04 


Sex < 0, então |x| = —xef(x) = 2 = 1. 


x 

x 

Portanto, lim f(x) = lim 1 = 1. 
x E 


O gráfico da função pode ser visto na Figura 3.11. Observamos que 


Jim, f(x) + lim f(x). 


Figura 3.11 


Gü) Seja f(x) = 1х1. Determinar lim f(x) e lim f(x). Esbogar o gráfico. 
E E 


Se x = 0, então f(x) = x. Logo lim f(x) lim x = 0. 
107 КЕ 


Sex<0, então f(x) = — x. Logo lim f(x) = lim ( = х) = 0. 
i хэн 
A Figura 3.12 mostra o esboço do gráfico da função. Neste exemplo, podemos observar que 


хал = im (e). 


Figura 3.12 


O teorema a seguir nos dá a relação existente ente limites laterais e limite de uma função. 


H 
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3.7.4 Teorema Se fé definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no ponto a, então 


lim f(x) = L se e somente se lim, Р(х) = Le lim f(x) = L. 


Prova Provaremos apenas a condição suficiente. A condição necessária é conseqüëncia imediata das definições dos 


limites envolvidos. 


Suponhamos que lim f(x) = Le lim f(x) = L. Então, dado e > 0 arbitrário, existe бү > Otal que |f(x) — Ll < e 
ха" хат 


sempre que a < x < a + б, e existe 5, > 0 tal que |f (x) — Ll < e sempre que a — ó; < x < a. 


Seja ô = min {ô;, ô}. Então a — ó; < a — ôe a + ó = a + ô, e, portanto, se x + aea — 6 < x <a + б, 


temos que |f(x) — LI < е. 


De forma equivalente, |f (x) — Ll < e sempre que 0 < |x — al < ô e, desta forma, lim f(x) = L. 
E 


3.7.5 Exemplos 


G) ^ Analisando os exemplos anteriores, podemos concluir que: 


š 2 1х1 
(а) Também nào existe lim — = 
хэд 


(b) limlxl = 0. 
1>0 


х +1, parax<2 
(i) Seja f(x) = {2 ‚ parax=2 
9= x, parax>2. 


Determinar, se existirem, lim, f(x), lim. f(x) e lim f (x). Esbocar o gráfico da função. 


Se x > 2, então, f(x) = 9 — x. 


Assim, 


lim f(x) = lim (9 — x?) = lim 9 — lim x’ = 9 4 
хэ? aol хэ? E 


Sex < 2, então f(x) = x? + 1. 
Portanto, 


lim f(x) = lim (x? + 1) = limi + lim1 = 4 + 1 = 5. 
кә? x2 хэ? 452" 
Como lim f(x) = lim f(x) = 5, concluímos que 


lim f(x) = 5. 


A Figura 3.13 mostra o gráfico de f(x). 
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Figura 3.13 
3.8 Exercicios 
, £= 143 
1. Seja f(x) = Ís, ке 

Calcule: 

(a) Jim f(x). (b) lim f(x). L fog 
(d) lim f(x). (e) lim f(x). Ф lim f(x). 
Esboçar o gráfico de f(x). 


xi-2x-1, х+3 


2. seno = D ИГ 


Calcule lim h(x). Esboce o gráfico de h(x). 
юэ 


3. Seja F(x) = Ix — 41. Calcule os limites indicados se existirem: 
(a) lim Fix): (b) lim F(x). (c) lim F(x). 
1247 хэс хэ. 
Esboce o gráfico de F(x). 


4. Seja f(x) = 2 + |5x — 11. Calcule se existir: 


(a) dim f(x). (b) lim f(x). (c) lim f(x). 


1>1/5 1>1/5 


Esboce o gráfico de f(x). 
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10. 


. Seja h(x) = ( 


Же x&3 


. Seja g(x) =) x — 3 


0 y X—3. 
(a) Esboce o gráfico de g (x). 


(b) Achar, se existirem lim g(x), lim g(x) e lim g(x). 


x/lxl, sex 0 
0 y sexi 


Mostrar que h(x) não tem limite no ponto 0. 


- Determinar limites à direita e à esquerda da função f(x) = arc tg 1/x quando x — 0. 


. Verifique se lim existe. 
x d 
lx , x«0 
: x! , 0=х<1 
. Sejaf(x) — 2 ИРЭЖ: 


2-3, EI 


Esboce o gráfico e calcule os limites indicados se existirem: 


(a) dim f (2). (b) lim f(x). (e) Jim f(x). 
(d) Jim f(x). (e) lim f(x). Ф lim f(x). 
(8) lim f(x). (h) lim f (x). 


Seja f(x) = (х? — 25)/(x — 5). 


Calcule os limites indicados se existirem: 


(a) lim f (x). (Ф) lim f(x). (с) lim f(x). 
(d) lim f(x). (e) Jim f(x). 


===. 
3.9 Cálculo de Limites 


Antes de apresentar os exemplos de cálculo de limites, vamos falar um pouco sobre expressões indeterminadas. 


Costuma-se dizer que as expressões: 


free eme 
ia 0 ca =, 1 


mw a sa 


são indeterminadas. O que significa isto? 


— 
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Vejamos, por exemplo, c. 


Sejam fe g funções tais lim f(x) = lim g(x) = 0. Nada se pode afirmar, a priori, sobre o limite do quociente //g. 
хэв m 
Dependendo das funções f'e g ele pode assumir qualquer valor real ou não existir. Exprimimos isso, dizendo que 0/0 é 
um símbolo de indeterminação. 


Para comprovar o que dissemos acima, vejamos dois exemplos: 


(i) Sejam f(x) = x° e g(x) = 


Temos, lim f(x) = lim g(x) =Ü 


(ü) Sejam f(x) = x e g(x) = 2х2. 


Temos, lim f(x) = lim g(x) = Qe, neste caso, 


_ od 
гэд g(x) 02% 02 2 
Analisaremos, agora, alguns exemplos de cálculo de limites onde os artifícios algébricos sáo necessários. Sáo os 
casos de funções racionais em que o limite do denominador é zero num determinado ponto e o limite do numerador tam- 
bém é zero neste mesmo ponto. 
Simbolicamente estaremos diante da indeterminação do tipo 0/0. 


 —3х+2 
x š 
Neste caso, fatora-se o numerador e o denominador fazendo-se a seguir as simplificações possíveis. Aplicamos 
então a proposição 3.5.2. 
Temos, 


Exemplo 1: lim 
x-2 


108 (e -2x + DG 2) 
em (x-2)x*2) 


2x +1 


lim (a? —2x+1) 


lim (x — 2) 
= 9/4, 


‚ Vx+2-V2 
Exemplo 2: lim—— 
E x 
Para este exemplo usaremos o artifício da racionalização do numerador da função. 
Segue então, 
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tim VEt2-V2 un (Va 2— М2) (Ух +2+V2) 
0 x хэд х(Мх +2 + V2) 


= tim (Vx +2)2 (Y 
379 x(Vx + 2 + V2) 


= a z 2 = 32 
= x(V/x + 2 + V2) 


1 
= lim —À—=— 
«эмх +2+V2 


Vx 
Exemplo 3: lim Ы 
emplo 3 E = 
Neste caso faremos uma troca de variáveis para facilitar os cálculos. 
Por exemplo, x = б, > 0. 


Quando zf — 1, temos que t — 1. 


Portanto, 
Vx-i , VÉ-1 


lim ———— = —— 
Уут 


Ë = 1)(0 +1) 
e ((— 1)(( +t+1) 


= tim H 
m Ë +t+1 
= 2/3. 
5 xthy-x 
Ex d — 
emplo 4: lim h 
Neste exemplo, simplesmente desenvolve-se o numerador para poder realizar as simplificações. 
Obtem-se: 
CA ,. 2+ 2rxh + P — xi 
lim =} 
D h h>0 h 
si 2xh + № 
h>0 h 
h(2x + h 
= lim As +H 
h>0 h 


= lim (2x + A) 


= 2x. 
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3.10 Exercícios 


1. Para cada uma das seguintes funções ache 


tim £09 — £0, 
х2 x2 
(a) f(x) = 3x. (b) f(x) = 1/x,x + 0. (e) f(x) = 2/34. 


(4) f(x)-3285x-1. (e) f(x) = 


x —1. (f f(x) = х. 


xl 


2. Д5) Esboçar o gráfico das seguintes funções e dar uma estimativa dos limites indicados. 


lim f(x) 

13 

dim f(x) 
(e) f(x) = 32 lim f(x) 
(d) f(x) = E lim f(x) 


3. Calcular os limites indicados no Exercício 2 e comparar seus resultados com as estimativas obtidas. 


Nos exercícios 4 a 27 calcule os limites. 


# Lx Ч 5. dim ану 
edm 61 Ян 

8. tim кыщ каш 9. lim IE 
10. lim 52615. M. Hn = 
adit = i3 ña AS 


= x-2 хэр х2 — 12х +20 
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NC 
_ НЬ 
já, jy 2 Bi 16. 15: ша 20216, 
h>0 10 t 
2 = 
16. pp 22-863, 175: tg EA es 
m т im n 
VR _ У202-8) +h 
18. lim ———. 19. lim 
юэ? k-i кә-4 h+4 
3, 
YV8+h-2 Vi+x-1 
$0, im её 21. lim = 
[ж] h E m. 
xt 2 — 
22. lim 2244 орь, 23. 


00 My + b° — b° 


ЭА: — —— — 25. 


26. lim 27. lim 


3.11 Limites no Infinito 


No Exemplo 1 da Seção 3.1, analisamos o comportamento da função f (x) = 1 — 1/x para valores de x muito grandes. 

Intuitivamente, vimos que podemos tornar o valor de f(x) tão próximo de 1 quanto desejarmos, tomando para x 
valores suficientemente elevados. (Observar a Tabela 3.1.) Da mesma forma, fazendo x decrescer ilimitadamente vemos 
que f(x) se aproxima desse mesmo valor 1. 

Temos as seguintes definições: 


3.11.1 Definição Seja fuma função definida em um intervalo aberto (a, + =). Escrevemos, 
lim f(x) = L. 
am 
quando o número L satisfaz à seguinte condição: 
Para qualquer g > 0, existe A > 0 tal que If (x) — L| < e sempre que x > A. 
3.11.2 Definição Seja f definida em (—%, b). Escrevemos, 
lim f(x) = L, 
gd 


se L satisfaz a seguinte condicào: 


Para qualquer e > 0, existe B < O tal que |f (x) — LI < e sempre que x < B. 
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Observação: as propriedades dos limites dadas na proposição 3.5.2 da Seção 3.5 permanecem inalteradas quando subs- 


tituímos x — a por x + + % ou x + — 0, 
Temos ainda o seguinte teorema, que nos ajudará muito no cálculo dos limites no infinito. 


3.11.3 Teorema Sen é um número inteiro positivo, então: 


1 
ë 2-0 
Ф ma 
Bars | 
(i) lim — = 0. 
xc X 
Prova Vamos demonstrar o item (i). Devemos provar que, para qualquer e > 0, existe A > 0, tal que 


1 
Ega o| < e sempre que x > A. 
x 

O exame da desigualdade que envolve g nos sugere a escolha de A. 
As seguintes desigualdades são equivalentes: 


1 
РЕБ 
1 
Ра 
1 
Ji q Ve 
Y 
1х! 


ixl >1/Ve, 


А última desigualdade nos sugere fazer А = 1. 


1 
Temos que x > А = i = | < ge, desta forma, 


lim — = 0. 
A demonstração do item (ii) se faz de forma análoga. Sugerimos ao aluno que tente fazê-la. 


3.11.4 Exemplos 
" 5 "e 5 
(i) Determinar dim ` ET 


2 
Neste caso, temos uma indeterminação do tipo — 
Vamos dividir o numerador e o denominador por x e depois aplicar as propriedades de limites juntamente com o 


teorema 3.11.3. 
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Temos, 
25-5. 2-5/x 
кв riel + 8/x 


lim (2 5/x) 


Novamente temos uma indeterminação do tipo 0/0, 


Para usarmos o teorema 3.11.3, dividimos o numerador e o denominador pela maior potência de x, que neste caso 


éx. 
Temos, 
Гэ! 
26-3545 _. x at y 
a. 45 —2 is 4-2 
lim (2/22 — 3/х* + 5/x5) 


йт (4 — 2/55) 


2 lim 1/x? — 3 lim 1/x* + 5 lim 1/x5 
Meet шээс 


act-m 


lim 4 — 2 lim 1/4) 
P WS 


0+5=0 
2-0 


$ 
08) Deer a ES, 


xem 


Neste caso, dividimos o numerador e o denominador por x. No denominador tomamos x = Vx? 
res de x podem ser considerados positivos (x — + о). 


já que os valo- 


Temos, 


2x 45 " 2 + 5/x 


lim 51 
хээ 02-35) ers VD Зуух! 
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lim (2 + 5/x) 
2x* 


2 


lim 


+= 


lim 2 + 5 lim 1/x 


шээх roto 


lim V2 — 5/x? 


acm 


2450 


2 
У2-5-0 
2 
GV 
2 
2x45 
(iv) Determinar lim == 
PVE 
Como exemplo (iii), dividimos numerador e denominador por x. Como neste caso x — — °, os valores de x podem 
ser considerados negativos. Então, para o denominador, tomamos x = — x?, Temos, 
Я 25+ 5 
ita 2d 2 + 5/х 


m 
VAS 2 —5у( — VX) 
= tim 2 SE 
AM гав 
xi 


lim (2 + 5/x) 


EV lim (2 — 5/x2) 


2+50 


Vg: 


mE 
E 
- №. 


3.12 Limites Infinitos 


No Exemplo 4 da Seção 3.1, analisamos o comportamento da função f(x) = 1/(x + 1)? quando x está próximo 
de —1. Intuitivamente, olhando a Tabela 3.4, vemos que quando x se aproxima cada vez mais de — 1, f (x) cresce ilimi- 
tadamente. Em outras palavras, podemos tornar f (x) tão grande quanto desejarmos, tomando para x valores bastante pró- 
ximos de 1. 

Temos as seguintes definições. 


3.12.1 Definição Seja f(x) uma função definida em um intervalo aberto contendo a, exceto, possivelmente, em 
х = a. Dizemos que 
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lim f(x) = + =, 


se para qualquer A > 0, existe um ô > 0 tal que f (x) > A sempre que 0 < lx — al < 8. 
De modo semelhante, observando a Figura 3.5, do Exemplo 5 da Seção 3.1, podemos ver o que ocorre com uma 
função f (x) cujos valores decrescem ilimitadamente nas proximidades de um ponto a. 


3.12.2 Definição Seja f(x) definida em um intervalo aberto contendo a. exceto. possivelmente. em x = a. 
Dizemos que 
limf(x) = — =, 
E 


se para qualquer B < 0, existe um ó > 0, tal que f (x) < B sempre que 0 < lx — al < à. 
Além dos limites infinitos definidos em 3.12.1 e 3.12.2, podemos considerar ainda os limites laterais infinitos e os 
limites infinitos no infinito. Existem definições formais para cada um dos seguintes limites: 


limf(x) = + =, lim f(x) = + =, lim f(x) = — =, 
Jim f(x) = — =, lim f(x) = +2, lim f(x) = ==, 
lim f(x) = + =e lim f(x) = ==. 


Por exemplo, dizemos que lim f(x) = + 2 se para qualquer A > 0 existe um 8 > 0 tal que f(x) > A sempre que 
aa^ 
О=х<а+ 8. 


A seguir apresentamos um teorema muito usado no cálculo de limites infinitos. 


3.12.3 Teorema Sen éum número inteiro positivo qualquer, então: 


(1) а + 00, 


PE x 

А +0, senépar 
Gi lim = E 

E —*, senéímpar. 


Prova Vamos provar o item (i). Devemos mostrar que para qualquer A > 0, existe um б > 0, tal que 


L> A sempre qne 0'< x б, 
x 


Trabalhando com a desigualdade que envolve A obtemos uma pista para a escolha de 8. Como x > 0, as desigual- 
dades abaixo são equivalentes: 
1 


>A 


Assim, escolhendo à = V/1/ A, temos 1/x" > A sempre que 0 < x < à. 
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3.12.4 Propriedades dos Limites Infinitos 


De certo modo, a proposição 3.5.2 permanece válida para limites infinitos, embora devamos tomar muito cuidado 
quando combinamos funções envolvendo esses limites. A Tabela 3.8 nos dá um resumo dos fatos principais válidos para 
os limites infinitos, onde podemos ter x > а, x > a^, x —a , x — +% ou x > —%. As demonstrações não são difí- 
ceis. Provaremos o item 01 como exemplo. 

Na Tabela 3.8. 0* indica que o limite é zero e a função se aproxima de zero por valores positivos e 0” indica que 
o limite é zero e a função se aproxima de zero por valores negativos. 


Tabela 3.8 
lim f(x) lim g(x) һо) = lim h(x) simbolicamente 
01 to + Јо) + g(x) E +оо +оо = +o 
Q +% e Ро) — #0) ? (+00) — (+) é indeterminação 
03 +. k FU) + а(х) + +оо + k = +0 
O “ë k fG) + s) -® =o ==—ю 
05 += += FO gw) +00 (+00) + (+00) = +% 
06 += =й fe): ga) m ae daia 
07 +e k>0 fo): go) + +k = +=,k > 0 
08 + к<0 fO): goo -% +0-k=-0,k<0 
09 to 0 fo): 200) ? +o - 0 é indeterminação 
10 k te folga) 0 Mix = 0 
1 хоо to foga) ? 100/10 é indeterminação 
12 k»0 0* fogw) +% МО? = +e, k > 0 
13 +% Пи SO +% +=®/0* = +00 
14 k-0 o” folga) ны M0 = ==, k> 0 
5 +% 07 fga) -% +o0/07 = —® 
16 0 0 Fogo) ? 0/0 é indeterminação 


Prova do item 01 Sejam fe g tais que lim f(x) = +, lim g(x) = += e h(x) = f(x) + g(x). 
Vamos provar que lim A(x) = +. 
ха 
Devemos mostrar que dado A > 0 existe um ó > O tal que A(x) > A sempre que 0 < Ix — al < ô. 


Seja A > 0 qualquer. Como lim f(x) = + %, 38, > 0 tal que f(x) > A/2 sempre que 0 < |x — al < ô. Como 
xu 
lim g(x) = +, existe 8; > 0 tal que g(x) > A/2 sempre que 0 < Ix — al < ë>. 


Seja 8 = min (|, б}. Temos, então 


hx) = /(х) + gG) > 4/2 + A/2 = A sempre que 0 < 1х — al < 8 e desta forma lim A(x) = +00. 


xa 
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3.12.5 Exemplos 
(i) Determinar lim (é + Vx + 1/12). 
Temos, 
lim (° + Vx + 1/6) = limi + lim Vx + lim 1/x? 
=0+0+0w 


= +o, 


(ü) Determinar lim (3x7 — 4x? + 1). 


aem 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo % — ос, Para determinar o limite usamos um artifício de cálculo. 
Escrevemos, 


4,1 
lim (3 — 4 + 1) = lim хз - 45 1) 
x += x= += E E 


= +œ(3— 0+ 0) 


o lai x 
Hm — = as 
0 X 0 X' 
Para x < 0, temos |x| = —x. Portanto, 
х! х 


al 1х1 1х! 
Como lim = lim — = + c, concluímos que lim- у = + =. 
ic o хэ x — xi 
6. dx 2 
(iv) Determinar Jm 
РЕТИ 


Quando x > — 1, |x + 11 — 0*. Assim, 


5х+2 _ „ШШ (5х+2) -3 


ратат lim lx +11 
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g++ „ EXT unl 
. li ü 
xi*x-6'- 2 +x—6 зз x+x—6 


(v) Determinar lim 
хэ?! 


Temos, 


nE du sob im 22+ Зх +1 
x +х-6 2 (x-—2)(x+3) 


lim (x? + 3x + 1) 


РЕ e 
Jim [(x ='2)(x + 3)] 


х 3-р 00 635+ 1) 
= #2. 


PA lim[(x = 2) (x + 3] 


M 
o 
= — =, 
Como 
x2+3x+1 E _ . ?+3х+1 
—— * lim ———— пао existe olim >" 
i x'o«4x—6 хэл х6 x x *x—6 


Porém, muitas vezes, calculando os limites de uma maneira menos formal, escrevemos que 


го Хн xu] 
lim = 
— x +x-—-6 


sem nos preocuparmos com o sinal. 


2-3 
(vi) Determinar lim Е Я 
x>+=x +2 


Dividindo o numerador e o denominador рог x^, temos 


92, Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


(88) Determinar: Ша SÉ 
1 Determinar non 


Dividindo o numerador e o denominador por x°, temos 


pu SE sm 
БОЛГҮҮЭЖ r= B 
2 


x 


lim (5/28 — 1) 
E 
lim (8/47 + 2/1) 


2x* + Зх? + 2x +1 
(viii) Determinar lim 22272 
x += 4-х 


Dividindo о numerador е o denominador por х“, temos 


gd ad. 
2х* + Зх? (2x41 | x ox xt 
rtm 4-3 a 4 
1—1 


?43x—1 
(ix) Determinar lim ES ES+. 
a 7-0 


Dividindo o numerador e o denominador por x°, temos 
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(x) Mostrar que se Р(х) = ах” + ax"! +... + a, e Q(x) = box" + bx"! +... + by, então 


m РО) үр ам”, 
ALOU) Lar 


Temos, 


PQ) 


! 
ig 


3.13 Exercícios 


3x + Ixl 


1. Se f(x) = — sjaj calcule: 
(a) lim Fx). (b) lim ҒО). 

2. Se f(x) = — йа: 

E (х) = EFD? сше: 


(а) lim f(x). (b) lim f(x). 


x += 
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Nos exercícios 3 a 40 calcule os limites. 


1 
3. lim (34% + 4€ — 1). 4. lim (-1-5) 
ховс — » sé 
1+1 tti 
s Im pyr цай om 
P-u+3 2020-3042 
т. io Sera B meeer 
8355-2547 -555-2 
9. lim EPA Bu БЭ, 
Er: 10, рз 
2 + 1 = 
п. og BEI i tim ХУ + 3x 10 
хээ x 3g s х 


x(2x — 7cosx) 


Tis roto 3x! — Ssenx + 1 
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зург 
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B 


32. lim 


34. 
o y+6 o y+6 
35: n E 26) 96: Mess 
3 = 3-x 
37: Jn a, lim E 
in х?-2х-8 39 А х?—2х-8 
. lim 1 40: in <=: 
al 9. =з] 


3.14 Assintotas 


Em aplicações práticas, encontramos com muita freqüëncia gráficos que se aproximam de uma reta à medida que 
x cresce ou decresce (ver figuras 3.14 e 3.15). 


M 


Figura 3.14 


Figura 3.15 


Estas retas sào chamadas de assíntotas. 
Particularmente, vamos analisar com um pouco mais de atenção as assíntotas horizontais e as verticais. 
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3.14.1 Definição A reta x = a é uma assíntota vertical do gráfico de y = f (x), se pelo menos uma das seguintes 
afirmações for verdadeira: 


© limf(x) = +. 
di) lim f(x) = += 
Gü) lim f(x) = -> 
(iv) lim f(x) = — =. 
3.14.2 Exemplo A reta x = 2 é uma assíntota vertical do gráfico de 


1 


FR, 


De fato, lim 1 


(x-3y = + %, ou também, 
e — 


" 1 
im (x -2y 


A Figura 3.16 ilustra este exemplo. 


2 


Figura 3.16 


3.14.3 Definição А reta y = bé uma assíntota horizontal do gráfico de y = f (x), se pelo menos uma das seguintes 
afirmações for verdadeira: 


G)  limf(x)-b 
au 


G) lim f( = 


3.14.4 Exemplo As retas y = 1 e y = —1 são assíntotas horizontais do gráfico de 


= — 1 (ver Figura 3.17). 
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Figura 3.17 


3.14.5 Definição A reta y = ax + b é uma assíntota inclinada do gráfico de y = f (z), se pelo menos uma das 
seguintes afirmações for verdadeira: 


G) im (f(x) - (ax + b)] - 0 
Gi lim [f(x) — (ax + b)] = 0. 


2 


3.14.6 Exemplo Areta y = 2x é assíntota do gráfico de y = Pw 


257 8x 8x 
Н -2 i SE ë Ha, mz 
De fato, dim [ 2 2 ] dim [2s з >] Ёс: | z | 0 


A Figura 3.18 ilustra este exemplo. 


-10 


454 


Figura 3.18 


3.14.7 Exemplos 
Em muitos gráficos de funções é possível observar mais que um tipo de assíntota. Veja o caso das funções: 


@ Р) = 


22-9 


As retas x = 3 e x = —3 são assíntotas verticais do gráfico da função dada, pois 


- — Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


lim = +9; lim — =-we 
жэ e Y 123 X' 

lim — = +; lim = -ә 
кэ-3' х®*—9 "a x-9 š 


A reta y = 0 (eixo dos x) é uma assíntota horizontal, pois: 


lim 7570 lim = 


Em "edat — 9 


=0. 


A Figura 3.19 ilustra esse exemplo 


6 9 12 15 18 X 


-18-15 -12 


Figura 3.19 


V64x? +1 


NI 


Vamos observar o gráfico dessa fungáo na Figura 3.20. 


Figura 3.20 


Cariruto 3 limite e continuidade 7799 
—€—— 
Estamos diante de assíntotas horizontais e verticais. Além disso podemos observar que o gráfico corta a assíntota 
horizontal у = — 4, rompendo de certa forma com a idéia intuitiva de que o gráfico não pode cortar a assíntota. 


As assíntotas mostradas na Figura 3.20 podem ser encontradas algebricamente. De fato, temos: 


; 64x! +1 Vox +1 . V64? +1 5 V64x2 + 
lim = 4; lim =-4e im———= + =; lim———— = -%, 
x>+= 2x— 4 x2-- 2x — 4 x1 2x-4 хэ? 2x—4 


3.15 Limites Fundamentais 
Daremos a seguir três proposições que caracterizam os chamados limites fundamentais. Trataremos de casos par- 
ticulares de indeterminações do tipo 0/0, 1“ e =°. 


3.15.1 Proposição lim ХОЛ € igual a1. 
ЮМ 3 


Prova Consideremos a circunferência de raio 1 (Figura 3.21). 


Figura 3.21 


Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variação de x ao intervalo (0, 7/2). 
Observando a Figura 3.10, escrevemos as desigualdades equivalentes: 


área AMOA < área setor MOA < área AAOT 
OA ч г Q4 AM 2 ола 


senx < x <tgx. 


Dividindo a última desigualdade por sen x, já que sen x > 0 para x e (0, z/2), temos 
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senx 


1> > cosx. 
Por outro lado, sen x/x e cos x são funções pares. Então, 


sen( —x) _ senx 


(73) 


€ cos (—x) = cos x. 
Portanto, a desigualdade (1) vale para qualquer x, x + 0. 


Como lim cos x =le limi = 1, pela proposição 3.5.3, segue que 
x E 


,. Senx 
lim - 
0 Xx 


1. 


3.15.2 Exemplos 


sen 2x 


G) lim 
x Xx 
Por 3.14.1, podemos calcular limites do tipo 


sen u 
изо u 


onde u é uma função em x. 


Neste exemplo, и = 2x e и > 0 quando x — 0. Portanto, 


lim = lii = 2li = = 
x x изо u/2 zum u е2 
" sen 3x 
(Gi) lim 2 

x0 sen 4x 


Neste caso, faremos inicialmente alguns artifícios de cálculo como segue: 


sen 3x 
sen 3x 3x 
——— = lim 
x0 sen 4x =:-0 sen 4x 
4x 


“3% 
4х 


sen 3x 
хэ0 3x 
sen 4x 
0 4x 
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ах WES e 3 
(ш) lim шал 
хэд X 

Temos neste caso, 
senx 

5 px cosx 

lim gr. 

x0 X — x0 Х 


3.15.3 Proposição lim (1 + 1/x)* = e, onde e é o número irracional neperiano cujo valor aproximado é 


2,718281828459... . 


Prova А prova desta proposição envolve noções de séries, por este motivo será aqui omitida. 
3.15.4 Exemplos 


G) Provar que lim(1 + x)!” = e. 
E 


Em primeiro lugar provaremos que lim (1+ x)" = е. 
107 
De fato fazendo х = 1/7 temos que г > + x quando x — 07. Logo, 


lim (1 + х)" = lim (1 + 1/r)' = e. 
x—0' гэжэ 
Da mesma forma, prova-se que lim (1+ х)“ = e. 
хэй? 
Portanto, lim(1 + x)!” = e. 
0 


Gi) Determinar lim In(1 + Du 
гэ 
Usando a proposição 3.5.2 (g), temos 


lim In(1 + t)! = In [lim(1 + t)!/] 
= 150 


= пе 
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=Ina(a>0,a #1). 


3.15.5 Proposição lim 


Prova Fazendo! = a“ — 1, temos 
= t rd, 


Aplicando os logaritmos neperianos na igualdade (1), vem 


Ina" = In (r 1) 
xlna — In(t 1) 


_ (+1) 
sa Btn, 


Quando x > 0, x + 0 temos que t > 0,1 = 0 e então podemos escrever 


a = 1 t 
im E gm ÉL 
ын х 120 In(t + 1) 
Ina 
1 
=m 


acm TER 
t 
lim 1 
1>0 3 
jim +) 


10 Ё 


= а: 


Considerando o Exemplo 3.14.4(ii), concluímos que 


a 


x= qo 


o 
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Neste exemplo, utilizamos artifícios de cálculo para aplicarmos a proposição 3.15.5. 


gu qr (е1 = 1) = (a^! -1) 


= іт 
= x-1 ES 


Capi e = 1) 


= lim 


su x + 


Portanto, 


2| 


3.16 Exercicios 


1. Determinar as assíntotas horizontais e verticais do gráfico das seguintes funções: 


(a) f(x) «+ 


х= 


(о f(x) = 


x 3+2 


1 
(e) f(x) = VETA 


2x 


(g) f(x) е 


09700332 
=1 


(700 = ora 


0 ft) = 45 


x 


O fT yar 
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() f(x) = e 9 f(x) 6-1 
(9 f(x) = ах D f(x) = tex 
2. "д Constatar, desenvolvendo exemplos graficamente, que as funções racionais do tipo f(x) = 5 2 com p(x) 


e q(x) polinômios, tais que a diferença entre o grau do numerador e o grau do denominador é igual 1, possuem assín- 


totas inclinadas. 
3. | Analisar graficamente a existência de assíntotas para as seguintes funções: 


(a) 10 = = 


2 
Ф) f(x) = 232 


Ax 


tga 
(с) f(x) „ыа 


@ f(x) = « (5) 


4. A Fazer o gráfico das funções seguintes e determinar os respectivos limites. Para melhor visualização, traçar, tam- 
bém, o gráfico das retas indicadas. A seguir, determinar analiticamente os limites dados e comparar os resultados. 


()f()- e у=: lim fx) 
sen 3x ë 
(b) AE e js lim f(x) 
sen3x E 
(c) f(x) = == e y=3; lim f(x) 
x x 
(d) f(x) = ЕБ e y-4i tim f(x) 
oros 0135 e угуз: ауд) 
(x2: 
фо) -** GP) Ç yous: limfo) 


Nos exercícios 5 a 27, calcule os limites aplicando os limites fundamentais. 


Б; ji 2 9x 8 d 4х 


= x x0 3x 


Бай 10x 


` 0 sen 7x 


. lim. 


tgax 
i9 X 


5 1—с0%х 


11. lim 


13. 


15. 


17. 


21. 


23. lim 


25. 


— Xx 
lim(x — 3) : cos ec mx. 
3 


cos 2x — cos 3x 


" Es” 
el a C 


lim (1 + cos x) /0**, 
2 


хэЗтд 


e — ghz 


27. lim 


28. 


x0 sen ах — sen bx 


Rô Calcular lim f(x) das funções dadas. Em seguida conferir graficamente os resultados encontrados. 
esa 


1 х+5 
(a) Р(х) = ( AE 5) 


o fa -(1«2) 


€) fQ)- 6 х) 


10. 


12. 


14. lim 


16. 


18. 


20. 
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‚_ senax 
lim ——— b #0. 
x0 sen bx 


бх — sen 2x | 
x20 2x + З sen 4x 


1 — 2 cos x + cos 2х 


lim Е 


10 x 


lim, (1 + 1/8)%. 


26. 
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3.17 Continuidade 


Quando definimos lim f (x) analisamos o comportamento da função f (x) para valores de x próximos de a, mas 
xa 
diferentes de a. Em muitos exemplos vimos que lim f (x) pode existir, mesmo que f náo seja definida no ponto a. Se f 
m 


está definida em a e limf (x) existe, pode ocorrer que este limite seja diferente de f (a). 
r= 


Quando lim f(x) = f(a) diremos, de acordo com a definição a seguir, que f é contínua em a. 


3.17.1 Definição Dizemos que uma função / 6 contínua no ponto a se as seguintes condições forem satisfeitas: 


(a) fé definida no ponto a; 
(b) lim f(x) existe; 


(с) lim f(x) = f(a). 


A Figura 3.22 mostra esboços de gráficos de funções que não são contínuas em a. 


x 


Л 


| 
а 


mj--e- 


> 
x 


Figura 3.22 


3.17.2 Exemplos 


š Я _ 1—1 

[0] Sejam f(x) = — 1* 
= 1 

в) = {х1 seed 


1 ., HSL 
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As funções f e g não são contínuas em a = 1. A função f não está definida em a = 1. Portanto, não satisfaz a 
condição (a) da definição 3.17.1. Já para a função g, temos g(1) = 1, mas 


tim 7 De + D 


lim g(x) = = lim (x + 1) = 2. 
tim g( ) xi =) Hot ) 
Logo, a condição (c) não sc verifica no ponto a — 1. 


A Figura 3.23, mostra um esboço do gráfico dessas funções. 


Y 


x 


Figura 3.23 
Gi) Sejam f(x) = (x-2y* 
1 


(6-2) 
3 y ѕех= 2. 


ѕех + 2 
8) = 


As funções f e g não são contínuas по ponto а = 2. A função f não está definida neste ponto e a função g, embora 
esteja definida em a = 2, não cumpre a condição (c) da definição 3.17.1 pois lim g(x) + g(2). 
A Figura 3.24 mostra os gráficos dessas funções. 


Ya | 
| f(x) ' 
py eme 

Figura 3.24 
E sex+0 
(iii) Seja f(x) = ү sex = 


f não é contínua no ponto а = 0. De fato, se x > 0, f(x) -1- LAssim, lim f(x) = 1.Sex<0,f(x) = mE = -1. 
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Logo lim f(x) = — 1. Portanto, não existe lim f (х) е dessa forma f não é contínua em a = 0. 
207 x0 


Na Figura 3.25 podemos ver um esboço do gráfico dessa função. 


Y 
x 
Figura 3.25 

Е а = k+3, эже —1 

(iv) Sejanto - | od, жеш ed. 

h é contínua em todos os pontos. 

De fato, sejaa € IR. Sea > —1, temos 

lim A(x) = lim (x + 3) = a + 3 = h(a). 

xa x 

Seja a < — 1, temos 

lim A(x) = lim (—x + 1) = —a + 1 = h(a). 

xa хэн 

Se a = - 1, temos 

lim А(х) = lim (x+3)= -1+3=h(-1)e 
хэ-17 Ir 

lim h(x) = lim (=x+1)= - (-1)+1=2 
2-1 хэ-17 


Logo lim h(x) =2 = h(-1). 
x—-1- 
Podemos ver um esboço do gráfico de h (x), na Figura 3.26. 


Figura 3.26 


‚ sex —2 
x2 


00, Seius 3 y sex —2, 


Entào. a funçào g nào é contínua em x = —2. pois 
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1 1 
lim g(x) = lim = — юе lim g(x) = lim = +0, 
йш sx) im у A Um ig 
Neste caso, embora а função g seja definida em a = —2, lim g(x) não existe. 
x>-2 


Podemos ver um esboço do gráfico de g (x) na Figura 3.27. 


Figura 3.27 


Propriedades das Funções Continuas 


3.17.3 Proposição Se as funções fe g são contínuas em um ponto a, então 
(i) f+ g é contínua em а; 
(ü) f-— g é contínua em a; 
(ii) f + g é contínua em a; 
(iv) f/g é contínua em a, desde que g(a) + 0. 


Prova Vamos provar o item (iv). Os demais ficam como exercício. 


Suponhamos que g(a) + 0. Então f/g é definida no ponto a. 
Como fe g são contínuas no ponto a, temos 


lim f(x) = f(a) elim g(x) = g(a). 
Assim, pela proposição 3.5.2, temos 


о) би) уба) 
ха р(х) limg(x) g(a) 


= (f/8) (а). 


Logo, f/g é contínua no ponto a. 


3.17.4 Proposição 
(i) Uma função polinomial é contínua para todo número real. 
(1) Uma função racional é contínua em todos os pontos de seu domínio. 


(iii) As funções f(x) = sen x e f(x) = cos x são contínuas para todo número real x. 
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(iv) A função exponencial f(x) = e* é contínua para todo número real x. 


A prova dessas proposições segue diretamente das propriedades de limites. 


3.17.5 Proposição Sejam fe g funções tais que lim f(x) = b e g é contínua em b. 


Então lim (g, f) (x) = g(b), ou seja, 


lim g [f(x)] = g [lim (9) 


Prova Queremos mostrar que lim (g f) (x) = g(b), isto é, dado e > 0, 3 ô > 0, tal que 
xa 


1027) (x) — g(b)! < e sempre que 0 < Ix — al < à. 
Como g é contínua em b, por definição, lim g (y) = g(b). Portanto, dado e > 0,3 ó, > 0, tal que lg(y) — g(b)! < e 
sempre que 0 < ly — bl < ё. 


Como para y = b, temos |g(y) — g(b)| = 0 < s, podemos escrever 


18(у) — g(b)! < e, sempre que ly — bl < ài. (1) 


Como lim f(x) = be 8, > 0, pela definição de limite, 38 > 0, tal que [f(x) — b| < Š, sempre que 0 < |x — a| < à. 
хэ 
Portanto, se 0 < lx — al < 8, y = f(x) satisfaz (1) e dessa forma 


Ig|f(x)] - g(b)! < е. 


3.17.6 Proposição Se fé contínua em a e g é contínua em f (a), então a função composta go f é contínua no ponto 
a. 


Prova Como fé contínua no ponto a, temos lim f(x) = f (а). 
Como g é contínua em f(a), podemos aplicar a proposição 3.16.5. Temos, então 
lim (gf) (x) = g [lim /(х)] = [/(а)] 
= (of) (a), 


Logo, go f é contínua em a. 


3.17.7 Proposição Seja y = f(x) uma função definida e contínua num intervalo /. Seja J = Im( f ). Se f admite 
uma função inversa g = f `!: J — I, então g é contínua em todos os pontos de J. 


Observamos que, com o auxílio desta proposição, podemos analisar a continuidade das diversas funções inversas 
definidas no Capítulo 2. Por exemplo, a função 


gR >R 


xk dux 


<= = 
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é contínua, já que ela é a inversa da função exponencial f(x) = e”. 


3.17.8 Definição Seja f definida num intervalo fechado [a, b]. 
G) Se lim f(x) = f (a), dizemos que f é contínua à direita no ponto a. 
52 
(i) lim f(x) = f (b), dizemos que f é contínua à esquerda по ponto b. 
хэвт 


(iii) Se fé contínua em todo ponto do intervalo aberto (a, b), f é contínua à direita em a e contínua à esquerda em 
b, dizemos que f é contínua no intervalo fechado |a, b]. 


3.17.9 Teorema do Valor Intermediário Se fé contínua no intervalo fechado [a, b] e L é um número tal que 
f(a) = L = f(b) ou f(b) = L = f(a), então existe pelo menos um x € (a, b] tal que f(x) = L (ver 
Figura 3.28). 


Figura 3.28 


Esse teorema nos mostra por que as funções contínuas em um intervalo muitas vezes são consideradas como 
funções cujo gráfico pode ser traçado sem levantar o lápis do papel, isto é, não há interrupções no gráfico. Não apre- 
sentamos sua demonstração aqui. 


Consegiiência. Se f é contínua em [a ,b] e se f (a) e f (b) têm sinais opostos, então existe pelo menos um número c 
entre a e b tal que f(c) = O (ver Figura 3.29). 


Figura 3.29 
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3.18 Exercicios 
1. Investigue a continuidade nos pontos indicados: 


sen x 


х#0 


х 
(а) ЈО) = 0, х=й em x = 0. 


(b) f(x) = x — Ixlemx=0. 


(c) fQ) = emx=2. 
1 
(а) f(x) EE emx= 
(е) fo) = A ens ES emx = 0. 
leu. pal 
Фф 0) = {1 |х|, x>1 етх = 1. 
1, = 
E = x*2 
(g) fe- emx=2. 
хэ 
x= =i 
(h) fa) = e as ed emx=-1. 
à (x) 423157 -— 
i 0) = Au u em x = 2. 
Q f(x) u em x= —3. 


2. Determine, se existirem, os valores de x € D(f), nos quais a função f (x) não é contínua. 


x 1 


® fole. x= 1. 
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o ло) = S 

o ло) = 

o ло алые 
(e) 

Л 

(8) 

(h) 


Й "д Construa o gráfico e analise a continuidade das seguintes funções: 


x—4 


2 
2-5: xw =2 
0 х=0 x+2 
@ гө-( x>0 ® JOS 7 x23 
Es x*0 
ul In(x*1) x>0 
(б) р) = a mona (d ЈО er 
х? + Зх? 
O JU ғараз ` 
. Calcule p de modo que as funções abaixo sejam contínuas. 
x + px+2, x&3 x+2p, х= -1 
= b = 
(а) Ро) Ë E qd b) fa) Р ИРСЭЭР” 


e. x*0 
2) р РА ша 


. Determine, se existirem, os pontos onde as seguintes funções não são contínuas, 


x 
=== sA = = 
(a) f(x) (x -3)6 7) (b) f(x) (3 - x)(6 - x) 
1 х2 + 3х 1 
0) 10) Tre (OD f(x) eF 


c 
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10. 


. Prove que se f (x) e g (x) são contínuas em хо = 3, também o são f + g e f • g. 


» Defina funções f, g e h que satisfaçam: 


(a) fnàoécontínua em 2 pontos de seu domínio; 
(b) gécontínua em todos os pontos de seu domínio mas nào é contínua em IR; 
(c) haf é contínua em todos os pontos do domínio de f: 


Faça o gráfico das funções f, g, he ho f. 


. Dé exemplo de duas funções fe g que não são contínuas no ponto a = Ü e tais que h = f + g é contínua neste ponto. 


Faça o gráfico das funções f, g e h. 


. Sejam f, g e h funções tais que, para todos x, f(x) = g(x) = A(x). Se fe h são contínuas no ponto x = a e 


f(a) = g(a) = h(a), prove que g é contínua no ponto a. 


Sejam a € IR e f: IR > IR uma função definida no ponto a. Se lim fo He) = m, prove que f é contínua 
гн - 


no ponto a. 


Neste capítulo, estudaremos a Derivada e suas aplicações. Veremos, 
inicialmente, uma aplicação no contexto geométrico e outra apli- 
cação no contexto da Física. As técnicas de derivação são apre- 
sentadas neste capítulo, além da formalização de conceitos e pro- 
priedades que auxiliaráo o desenvolvimento das aplicações do 
capitulo seguinte. 


4.1 A Reta Tangente 


Vamos definir a inclinação de uma curva y = f(x) para, em seguida, encontrar a equação da reta tangente à curva 
num ponto dado. 

As idéias que usaremos foram introduzidas no século XVIII por Newton e Leibnitz. 

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na Figura 4.1. 

Sejam P(xi, уу) e Q(x>, уз) dois pontos distintos da curva у = f(x). 

Seja s a reta secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o triângulo retângulo PMO, na Figura 4.1, temos 
que a inclinação da reta s (ou coeficiente angular de s) é 


„=й _ Ау. 
tga х= ху Ах 


Figura 4.1 


Suponhamos agora que, mantendo Р fixo, О se mova sobre а curva ет direção а P. Diante disto, a inclinação da 
reta secante s variará. À medida que Q vai se aproximando cada vez mais de P, a inclinação da secante varia cada vez 
menos, tendendo para um valor limite constante (ver Figura 4.2). 

Esse valor limite é chamado inclinação da reta tangente à curva no ponto P, ou também inclinação da curva em P. 


TÜ Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
ct 


Figura 4.2 


4.1.1 Definição Dada uma curva y = f(x), seja P(x,, уу) um ponto sobre ela. A inclinação da reta tangente à curva 
no ponto P é dada por: 


НЭТ PNE 0) 
moe Мад, а. X, X ` 


quando o limite existe. 


Fazendo x, = x, + Ax podemos reescrever o limite (1) na forma 


Е (2) 
nis) py Gn An cron. 


Conhecendo a inclinação da reta tangente à curva no ponto P, podemos encontrar a equação da reta tangente à curva 
em P. 


4.1.2 Equação da Reta Tangente Se a função f(x) é contínua em хү, então a reta tangente à curva у = f(x) em 
Р(х, fon) é: 


G) Areta que passa por P tendo inclinação 


Fl + Ax) — f(x) 
Ax 


f(x + Ax) - f(x) 
Ax 


m(x,) = lim , se este limite existe. Neste caso, temos a equação y — f (xj) = m(x — xi). 
AN equação ) 


(i) Aretax =x se lim for infinito. 


А0 


4.1.3 Exemplos 
Gi) Encontre a inclinação da reta tangente à curva у = x? — 2x + 1 no ponto (хү yi). 


Se f(x) = х2 — 2x + 1, então 
fla) =x1-—2x +1е 
f(x + Ax) = (x, + Ax)? — 2(x, + Ax) + 1 


= xi + 2mAx + (Ax)? - 2x, - 2Ax + 1. 


Usando (2), vem: 


tim f a + Ах) — f(x) 


mod) Ax>0 Ax 
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х +2xAx + (Ах?) — 2x, - 2Ax + 1 — (xi — 2x, +1) 
= lim 
AO Ax 


— 2х14х + (Ax)? - 24x 


м0 Ах 


= s Ax(2x, + Ax — 2) 
Ar Ax 


-22x,-2. 
Portanto, a inclinação da reta tangente à curva у = x? — 2x + 1 no ponto (xi, уу)6 


m(x) 72x, - 2. 


A Figura 4.3 ilustra este exemplo para x, — 3. Temos. 


tga = т(3) =2:3 — 2 = 4. 


Figura 4.3 


(ü) Encontre a equação da reta tangente à curva у = 2x? + 3 no ponto сија abscissa é 2. 
O ponto da curva у = 2x? + 3, cuja abscissa é 2, é о ponto P(2, f(2)) = (2, 11). 
Vamos encontrar a inclinação da curva y = 2x? + 3 no ponto P (2, 11). Para isso, encontraremos primeiro a incli- 
nação da curva num ponto (хү, y,). Temos, 
= tm fl + Ax) — f(x) 
mt) = En, Ax 
im 204 + Ax)? + 3 — (2x + 3) 
КЕ Ах 
. 2x? + 4x,Ax + 2(Ax)? +3 – 2x] - 3 
im 
А-0 Ах 


Ax(4x, + 24x) 
ni RI ROGER 
А-0 Ах 
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Como m(x;) = 4x, então т(2) = 4:2 = 8. 


Usando (3), escrevemos a equação da reta tangente à curva y = 2x^ + 3 em P(2, 11). 
Temos, 


y- f(x) = m(x - x) 
у= 11 = 8 (x — 2), ou ainda, 


&-y-5-0 


A Figura 4.4 mostra a visualização da reta 8х — y — 5 = 0, que é tangente à curva y = 2x? + 3 no ponto P(2, 11). 


Figura 4.4 


4.2 Velocidade e Aceleração 


Velocidade e aceleração são conceitos que todos nós conhecemos. Quando dirigimos um carro, podemos medir a 
distância percorrida num certo intervalo de tempo. O velocímetro marca, a cada instante, a velocidade. Se pisamos no 
acelerador ou no freio, percebemos que a velocidade muda. Sentimos a aceleração. 

Vamos mostrar que podemos calcular a velocidade e a aceleração através de limites. 


4.2.1 Velocidade Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(t) represente o espaço percorri- 
do pelo móvel até o instante t. Então, no intervalo de tempo entre г e t + Ar, o corpo sofre um deslocamento 


ås = s(t + At) — s(t). 


Definimos velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente 


_ s(t + At) — s(t) 
Mm AM C 


isto é, a velocidade média é o quociente do espaço percorrido pelo tempo gasto em percorrê-lo. 


De forma geral, a velocidade média nada nos diz sobre a velocidade do corpo no instante г. Para obtermos a velo- 
cidade instantánea do corpo no instante 1, calculamos sua velocidade média em instantes de tempo Аг cada vez meno- 
res. A velocidade instantánea, ou velocidade no instante r, é o limite das velocidades médias quando Ar se aproxima de 
zero, isto é, 


2 то ÁS _ s(t+ At) — s(t)- 
Nip Un, lin Ar 
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4.2.2 Aceleração О conceito de aceleração é introduzido de maneira análoga ао de velocidade. 
A aceleração média no intervalo de tempo de t até г + Ar é dada por: 
тэр v(t + At) — ON 
Е м 
Observamos que ela mede a variação da velocidade do corpo por unidade de tempo no intervalo de tempo Ar. Para 


obtermos a aceleração do corpo no instante /, tomamos sua aceleração média em intervalos de tempo Ат cada vez meno- 
res. A aceleração instantânea é o limite 


v(t + At) - v(t) _ 
ышт EE 


Г © 


a(t) = lim 
м0 


4.2.3 Ехетріоѕ 


(i) No instante / = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posição по instante г é dada рог 
s(t) = 16t — t^. 


Determinar: 
(a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2, 4]; 


(b) a velocidade do corpo no instante t = 2; 
(c) а aceleração média no intervalo [0, 4]; 


(d) a aceleração no instante г = 4. 


Solução: 
(a) А velocidade média do corpo no intervalo de tempo entre 2 e 4 é dada por: 
y 5) — 5Q) 
i 4-2 
_ (16:4- 4) - (16:2 - 2) 
Е 4-2 
_ 48 — 28 
2 
= 10 unid. veloc. 


(b) А velocidade do corpo num instante 1 qualquer é dada por: 


ous SE ht) = s(t) 
цан атш 
жи [16(t+ Ar) — (t + A07] - [16- 1 =] 
Ar 0 Ar 
161 + 16At — 2 — 2141 — (Ar)? - 161 + 2 
= lim 
м0 Ar 
1641 — 2141 — (Ar)? 
= lim — — —, —————- 
м0 Ar 


lim (16 — 2t — Ar) 
Ar0 


= 16 — 2t unid. veloc. 
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Quando t = 2 temos: 


у2)-16-2-2 
= 12 unid. veloc. 


(c) А aceleração média no intervalo (0, 4] é dada por: 
MN - x0), 


ES 4-0 


Como v(t) = 16 — 2t, temos: 
(16 - 2-4) — (16 - 2-0) 
s 


= —2 unid. aceler. 


(d) А aceleração num instante / qualquer é dada por: 


. v(t + At) — v(t 
= tim 15 200+ 40) — 16 + 2 
м0 Ar 


lim 16-21 — 241 — 16 + 2 


м0 Ar 
—2At 
= lim 
ào At 


— —2 unid. aceler. 
Observamos que a aceleração negativa significa que o corpo está com a sua velocidade diminuindo. 
A aceleração no instante t = 4 é dada por a(4) = —2 unid. aceler. 


” š к 1 2 
(ii) A equação do movimento de um corpo em queda livre é s = 2 gt”, sendo g um valor constante. Determinar 
a velocidade e a aceleração do corpo em um instante qualquer /. 
Num instante qualquer t, a velocidade é dada por: 
> s(t + Ar) = s(t) 
t) = AD 
Là ) Жи At 
1 £ 
58: (t+ A — Sg 
038 '( У-28 
W ya => 


м0 Ar 


1 
28° (P +2141 + (Ar)?) — зве 


= іт 
Ar At 
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кмат (An 


E Ar 
= lim| g-t + >À, 

ims 2 ) 
= g : t mfs. 


A aceleração num instante í é 


quo YU At) 5410) 
E li Ar 


a(t) 


раде 
= 2:040 ы 


м0 Ar 
t+ go At—Rg- 
ЭРЭГ E Ба сын ыг 

м0 At 


amo At 
= g unid. aceler. 


Observamos que g é a aceleração da gravidade e tem aproximadamente o valor de 9,8 m/s”. 


4.3 A Derivada de uma Funcáo num Ponto 
A derivada de uma função f(x) no ponto хү, denotada por f'(x), (lê-se f linha de x, no ponto ху), é definida pelo 
limite 
f + Ax) — f(x.) 
Ax 


Também podemos escrever 


AG = im P6 = fed. 


24% 


Fx) = pm + quando este limite existe. 
х-м 


Como vimos na seção anterior, este limite nos dá a inclinação da reta tangente à curva у = f(x) no ponto (х, f(x). 
Portanto, geometricamente, a derivada da função y = f(x) no ponto x, representa a inclinação da curva neste ponto. 


ee e ee 


4.4 A Derivada de uma Função 


A derivada de uma função y = f(x) é a função denotada por f'(x), (lê-se flinha de x), tal que seu valor em qual- 
quer x € D(f) é dado por: 


lim f(x t Ах) — $60 


, se este limite existir. 
Ах-0 Ах 


Ро) = 


Dizemos que uma função é derivável quando existe a derivada em todos os pontos de seu domínio. 


Outras notações podem ser usadas no lugar de y' = f'(x): 
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[0] 
(i) 


(iii) 


D, f (x) (lê-se derivada f(x) em relação a x). 


D, y (lê-se derivada de y em relação a x). 


2 (lê-se derivada de y em relação a x). 


4.5 Exemplos 


(0) 


Dada f(x) = 5x? + 6x — 1, encontre f'(2). 


Usando a definição 4.3, temos: 


РО) 


Gi) 


= p £52 270) 
40 Ах 
= aa S(2+4x)2-6(2+4x)-1-(5:2+6:2-1) 
NS Ax 
= 20 + 20Ax + S(Ax)? + 12 + 6Ax — 20 — 12 
Ax>0 Ax 
— un 26Ax + S(Ax)? 
m Ax 
=й Ax(26 + 5Ax) 
4:90 Ах 


= lim (26 + 5Ax) 
Ax 


= 26. 


xr—2 
xp 


Dada f(x) = + encontre f'(x). 


Usando a definição 4.4, temos: 


Ро) 


_ tm 65 Аа) = pG) 
Ах Ах 


А0 Ах 
= tim G t Ar— 2) 3) - (x - 2) + Ax + 3) 

Ax (x + Ax + 3)(x +3) Ax 
= tim Dot xÀx + 3Àx — 6 — 2 — xAx — x + 2Àx + 6 
— Ax (х + Ax + 3)(x +3). Ax 

й SAx 
FAP 
A ==. 

ar>0 (x + Ax + 3)(x + 3) 

5 


(x3) 
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(iii) Encontre a equação da reta tangente à curva y = Vx, que seja paralela à reta 8x — 4y + 1 = 0. 


Antes de desenvolvermos este exemplo, convém lembrar que duas retas são paralelas quando os seus coeficientes 
angulares são iguais. 


Vamos primeiro encontrar a inclinação da reta tangente à curva y = Vx num ponto (ху, yi). Temos: 


т(ху) = f'(x) 
h Vx + Ax — Vx 
ИР! Ax 


iis (Vx, + Ax - Vx) (Vx, + Ax + Vx) 
м0 Ax(V/x, + Ax + Vx) 


+ dx XA 


= lim ——— 71 
Ax0 Ax(V x, + Ax + Мх) 
= іт — — 
м0 Ax(V/, + Ax + Vx.) 
21 
2Vx 


1 
Portanto, m(x,) = NE 
1 


Como a reta que queremos deve ser paralela a 8x — 4y + 1 = 0, podemos escrever 


1 
m(x) = WEZ 2, já que o coeficiente angular de 8x — 4y + 1 = 062. 
1 


1 
ре = 2, concluímos que x, = 1/16. 
2v ges 


Portanto, a reta que queremos é a reta tangente à curva y = Vx no ponto (1/16, f(1/16)), ou seja (1/16, 1/4). Temos: 
y = f(x) = m(x - x) 


у= 1/4 = 2(x — 1/16) 
1бу-4-32х-2 
32x — 16y + 2 = 0, ou ainda, 


16x — 8y +1=0, 


Graficamente, este exemplo é ilustrado na Figura 4.5. 
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Figura 4.5 


(iv) Encontre a equação para a reta normal à curva y = x? no ponto P(2, 4). 

Para resolvermos este exemplo, devemos lembrar que a reta normal a uma curva num ponto dado é a reta perpen- 
dicular à reta tangente neste ponto. 

Duas retas г e n são perpendiculares se 


m, m, = — 1, а) 


onde m, e m, são as inclinações das retas ге n, respectivamente, num dado ponto P. 
Vamos então calcular a inclinação da reta tangente à curva no ponto P(2, 4). 


Temos: 


mites fig, Co F a = fix) 
m(x) = 2x,. 


Quando x, = 2 temos m,(2) = 2-2 = 4. 


Usando (1), podemos encontrar a inclinação da reta normal à curva y = x? no ponto (2, 4), Temos, 


mich = = 
4m,- -1 
m, = = 1/4. 


Aplicando os dados à equação da reta, vem: 
y f(x) = m(x — xi) 

y—4= -1⁄4(x — 2) 

ou, 

4y + x- 18 = 0. 


Portanto, x + 4y — 18 = 0 é a reta normal à curva у = x^ em (2, 4). 


Graficamente, este exemplo é ilustrado na Figura 4.6. 
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Figura 4.6 


(v) Dada f(x) = Vx, encontre FA. 
sin 1709-7051 


xxn х-Х, 


Ро) = 


š 2 
= lim 
ха x 


_ нш (Vx DV +2) 


“em (х—4у(Мх +2) 


z = $ 


= lim 
1>4 (x — 4)(Мх +2) 


(vi) Dada f(x) = x! encontre f'(x). 
Usando a definição 4.3, temos: 


Pa) = tim f G + Az) -709 


Ax>0 Ax 

5 (n id x15 

= Пар —————— 
Ax—0 Ax 


Resolveremos este limite como no Exemplo 3, da Seção 3.9, fazendo uma troca de variáveis. 


Sejam (x + Ax) = PC ex = à”. Então, 


ГО) = lim = 


= і 2 
r Ë + at + a° 


Como a = х!?, vem: 
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к 1 
Ро) = 3,287 
1 
Observamos, neste exemplo, que f(x) = x!” é contínua em 0, mas f'(x) = — não é definida em 0. 


344 


4.6 Continuidade de Funções Deriváveis 


De acordo com a observação feita no exemplo (iv) da Seção 4.4, concluímos que f(x) contínua em x, não implica a 
existência de f'(x,). A recíproca porém é verdadeira, como mostra o seguinte teorema. 


4.6.1 Teorema Toda função derivável num ponto x, é contínua nesse ponto. 


Prova: Seja f(x) uma função derivável em хү, Vamos provar que f(x) é contínua em хү, Em outras palavras, vamos pro- 
var que as condições da definição 3.17.1 são válidas. Isto é: 
G) f(x) existe; 


(i) limf(x) existe; 
Gi) limf(z) = f(x). 
Por hipótese, f(x) é derivável em хү. Logo, /' (х1) existe e, pela fórmula 


inlA, 


гэд XX 


f'(x) = 


concluímos que f(x,) deve existir para que o limite tenha significado. 


Além disso, temos: 


Базе (х) = f] = lim] (+ x) £82 AC 


x, xXx 


E a) qu EO b 


a хэх X — X 
=0" f(x). 
Portanto, lim[f(x) — f(x)] = 0. 
Temos, шй, 


lim f(x) = lim f(x) = f(x) + fGQa)]. 


xxn 


lI 


Jim [/(х) — РО) + lim f(x) 


0+ f(x) 
= f(x) 


Valem então as condições (1), (ii) e (iii) e conclui-se que f(x) é contínua em ху. 
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4.7 Exercícios 


1. Determinar a equaçào da reta tangente às seguintes curvas. nos pontos indicados. Esboçar o gráfico em cada caso. 
(a) f()-2x-kx-21Lx-0x-aa€R. 


(Ьу fa) =e Зк 6 r= — 1. r= 2 


(с) f(x) = x(3xz — 5); х -Ex =a a ER. 


2. Em cada um dos itens do exercício (1), determine a equação da reta normal à curva, nos pontos indicados. Esboçar 
o gráfico, em cada caso. 


з. ә Determinar a equação da reta tangente à curva у = 1 — x^, que seja paralela à reta у = 1 — х. Esbogar os 
gráficos da função, da reta dada e da reta tangente encontrada. 


4. Encontrar as equações das retas tangente e normal à curva y = x^ — 2x + 1 no ponto (—2, 9). 


5. Um corpo se move em linha reta, de modo que sua posição no instante t é dada por f(t) = 161 + 2,0 = г = 8, 
onde o tempo é dado em segundos e a distância em metros. 


(a) Achar a velocidade média durante o intervalo de tempo [b, b + h]. 0 < b < 8. 
(b) Achar a velocidade média durante os intervalos [3; 3,1), [3; 3,01] e [3; 3,001]. 
(c) Determinar a velocidade do corpo num instante qualquer r. 
(d) Achar a velocidade do corpo no instante г = 3. 
(e) Determinar a aceleração no instante /. 
6. Influências externas produzem uma aceleração numa partícula de tal forma que a equação de seu movimento reti- 
líneo é y = : + ct, onde y é o deslocamento de г, o tempo. 
(a) Qual a velocidade da partícula no instante г = 2? 
(b) Qual é a equação da aceleração? 


7. С Dadas as funções f(x) = 5 — 2x e g(x) = 3xº — 1, determinar: 


(a) РО) + g'(1). (b) 20) – g'( —2). 
1 

(с) fQ)-f'(Q). (d) [e'(0)P + 28 (0) + g(0). 

5ү 7672) 
i ©) g'(5/2) 

8. Usando a definição, determinar a derivada das seguintes funções: 
(a) f(x) =1 - 42. (b f(x)-2x!-x-1. 
1 1= 2 
(о) E Tv (d) fip e.c 
E O f)=Vr+3 


(е) f(x) TAE 
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9. Padas as funções f(x) = 


11. 


12. 


13. 


14. 


1 


£= L 
menta gráfica, fazer um esboço do gráfico das funções obtidas, identificando o seu domínio, 


(а) ff b) faf 
(с) gf (4) gf 


e g(x) = 2x? — 3, determinar os itens que seguem e, usando uma ferra- 


c4, 226 


к. оу < p Verificar se existe / (0). Esbogar o gráfico. 


. Dada a função f(x) = r 


1 
Dada a função f(x) = е verificar se existe f' (3). Esboçar o gráfico. 


6 
Dada a fungáo f(x) = 2x? — 3x — 2, determinar os intervalos em que: 


(а) Р(х) > O. (0) f(x) < 0. 


9 9 Simular graficamente diferentes retas tangentes à curva у = х". Supondo que existem duas retas tangentes 
que passam pelo ponto P(0, —4), encontrar o ponto de tangência e as equações das retas. 


2x 
Quantas retas tangentes à curva y = хорт Pam pelo ponto P(—4, 0)? Em quais pontos essas retas tan- 


gentes tocam a curva? 


4.8 Derivadas Laterais 


4.8.1 Definição Se a função у = f(x) está definida em хү, então a derivada à direita de f em ху, denotada por 


fi (Qan) € definida por: 
lim f(x + Ax) — f(x) 


ба) = ao" Ах 
= tim 70-09, 
B е6 


caso este limite exista. 


4.8.2 Definição Se a função y = f(x) está definida em хү, então a derivada à esquerda de f em хү, denotada рог 


f! (х1). é definida por: 


f. Gu) = 200 Ax 
xxi X —3Xy 


caso este limite exista. 


Uma função é derivável em um ponto, quando as derivadas à direita e à esquerda nesse ponto existem e são iguais. 


Quando as derivadas laterais (direita e esquerda) existem e são diferentes em um ponto x,, dizemos que este é um 


ponto anguloso do gráfico da função. 
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4.9 Exemplos 
G) Seja fa função definida por: 


3Ix=1, sex <2 
nas sex 2. 


(a) Mostre que f é contínua em 2. 


(b) Encontre f' (2) e f' (2). 
Na Figura 4.7 esboçamos o gráfico desta função. 


Figura 4.7 


(a) Esta função é contínua em 2. De fato, existe f(2) = 5; existe o limite 
lim f(x) = lim (7 — x) = lim (3x - 1) = 5: 
хэ? x—2° 12 
e. finalmente, 
lim f(x) = fQ) = 5. 
eZ 


(b) Obtemos f; (2) usando a definição 4.8.1. Temos: 
lim РО + Ax) - H2) 


£Q)7 Jin. Ax 
ja p ^29]-5 
А0 Ах 
= ш P= Ax =Š 
Ax Ax 
Зиг 


Usando a definição 4.8.2, obtemos f' (2). Temos: 
, = pm О + Az) — fO) 
АС эш Ax 
= tm BQ+40 1 
А-0 Ах 
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6+ 34х-1- 5 


Ы ын, Ах 
= lim 3 
m. 
=3. 
Como 
lim FQ + Ах) =/@). lim ЈО + Ax) — fQ) 
А-0" Ах Ax Ax 


concluímos que nào existe o 


im LQ+ 62) - 102) 


4450 Ax 

Portanto, a função f(x) não é derivável em x, = 2. 

Dizemos que x, = 2 é um ponto anguloso do gráfico de f(x). 

(ii) Seja a função f(x) = (x — 2) | xl. Encontre f; (0) e f’ (0). 
Podemos reescrever a f(x) como: 


(Х-2)-Х-53 — 2x ‚ ех>0 
(x-2): (- х) = -x+2x ,sex<0. 


f(x) =] 


A Figura 4.8 mostra o gráfico de f (x). 


Figura 4.8 


Usando 4.8.1 e 4.8.2, respectivamente, obtemos f; (0) e f" (0). 


Temos: 
›(бу= tm 200+ 4х) - 700) 
co Er 
= tim [C+ Ах) - 200 + Ax)] - 0 
КТЫ Ах 
(Ax)? — 24x 


КЫ Ах 


tim Ax(Ax — 2) 


sao! Ax 
= lim, (Ax =@) 
< 
* {бү = tim 200+ Ах) = 700) 
£0- m. Ax 
= im (0 + 9? € 2(0 + Ax)] - 0 
4450 Ax 
= 2 
= tes (Ах)? + 2Ax 
А07 Ах 
zi Ax(-Ax + 2) 
Axü- Ax 
= lim (-Ах + 2) 


Concluímos, então, que não existe f' (0) porque f/ (0) + f' (0). 
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Ainda podemos concluir que o gráfico da função f não admite uma reta tangente no ponto (0, 0). Usando as deriva- 


das laterais obtemos: 


y -0= (-2)(x — 0), ou seja, y = —2x 


y — 0 = 2(x — 0), ou seja, y = 2x. 


A Figura 4.8 mostra essas retas. 


(iii) Observar os gráficos das figuras 4.9 e 4.10 e discutir a existência da derivada nos pontos x = 1 e x = 4, res- 


pectivamente. 


Figura 4.9 


хү 
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y? 


15+ 


Figura 4.10 


Para fazer uma análise gráfica da existência da derivada em um ponto, podemos traçar retas secantes que passam 
pelo ponto dado e por outro ponto na sua vizinhança e observar a sua posição limite (posição de tangência). Quando as 
secantes não têm uma única posição limite ou se tornam verticais, a derivada não existe. 

Observando as figuras dadas podemos afirmar que em ambos os casos a derivada não existe. 

No caso da Figura 4.9 é possível observar que as retas secantes convergem para a posição vertical. Dizemos que 
estamos diante de um ponto cuspidal. 

No caso da Figura 4.10 é possível observar que as secantes assumem duas posições diferentes no seu limite. Assim, 
estamos diante da situação em que as derivadas laterais existem, mas são diferentes, portanto a derivada no ponto dado 
(x = 4) não existe. Neste caso costumamos dizer que estamos diante de um ponto anguloso. 


4.10 Exercicios 


Nos exercícios 1 a 5 calcular as derivadas laterais nos pontos onde a função não é derivável. Esboçar o gráfico. 


. f(x) =21x — 31 Ў -( , Sex«i 
' 2 40) 2х—1, sex=1 
1-8 di 
. f(x) = 2x +41 +3 Б x) = 
mum = Д to . kls] 
2-xl x«-2 
5. f(x) 24-2 id <2 
25-06, хэ? 


DIS шыгы. 

a) Esboçar o gráfico de f. 

b) Verificar se fé contínua nos pontos — | e 1. 

c) Calcular (717), (1), (17) ef'(17). 

d) Calcular f'(x), obter o seu domínio e esboçar o gráfico. 
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7. Encontrar as derivadas laterais das seguintes funções, nos pontos indicados. Encontrar os intervalos onde 
Р(х) > 0ef'(x) «0. 


10) 


xv 


xv 


Figura 4.11 


AAA A AA A A шишин 


4.11 Regras de Derivacáo 
Nesta seção, deduziremos várias regras, chamadas regras de derivação, que permitem determinar as derivadas das 


funções sem o uso da definição. 


4.11.1 Proposição (Derivada de uma constante) Se c é uma constante e f(x) = c para todo x, então 
f(x) = 0. 
Prova: Seja f(x) = c. Então, 


tape jim PE ЛОО, 
Peor да, Ax 


є 


" c 
lim. 
ao Ах 


lim 0 
dp 


=0. 


4.11.2 Proposição (Regra da potência) Se л é um número inteiro positivo e f(x) = x", então 
FU) = 4.8, 
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Prova: Seja f(x) = x”. Então, 


mf + Ax) - f(x) 


го) = тн 
(x + Ах)" — x" 
Е Im Ax 


Expandindo (x + Ax)" pelo Binómio de Newton, temos: 


n(n — 1) 


E + nx" Ax + x" Ax? + ... + nx(Ax)""! + ay] = х" 


РВЕ 2 
Цан НЬ Ах 
К + Br tas + ... + пх(Ах)" 2 + aw] 
= да Ах 
= tim [net 077 Desc cei + (A) + (Axo! 
4x0] 2! 
=n. xtd 


4.11.3 Exemplos 
G) Sef(x) = x, então f'(x) = 5x*. 
(i) Se g(x) = x, então g'(x) = 1. 
(їй) Se h(x) = x”, então h'(x) = 10x*. 
4.11.4 Proposição (Derivada do produto de uma constante por uma função) Sejam fuma função, 
c uma constante e g a função definida por g(x) = cf (x). Se f'(x) existe, então g'(x) = cf'(x). 
Prova: Por hipótese, existe 


tim £C + Ax) - f(x) 


Fx) = P 


Temos: 


#0) = lim, g(x + Ax) — g(x) 


Ах 
cf(x + Ax) — cf (x) 
2m, Ax 
= dis [ze + Ax) - fa) 
ax=0 Ax 
= ctim А) 400) 
4150 Ax 


= ef'(x). 
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4.11.5 Exemplos 
(i) Se f(x) = 8c, então f'(x) = 8(2x) = 16x. 

Gi) Seg(z) = – 227, então g'(z) = —2(7z5) = —14z*. 

4.11.6 Proposição (Derivada de uma soma) Sejam f e g duas funções e h a função definida por 


h(x) = f(x) + g(x). Se f'(x) e g' (x) existem, então 
h'(x) = f'(x) + g'(x). 


Prova: Por hipótese, existem 
glx + Ax) - а(х) 


kr es ii RAE) AO a o 
dox Bn, Ax БЕР m Ax 
Temos: 

h'(x) = lim h(x + Ax) — h(x) 

ax=0 Ax 
_ tm UG + Ax) + g(x + Ax)] = [FG + gG] 
= lim 
КЕ Ах 
= tim Ü (x + 4x) - f(z)] + [gx + Ax) — в(х)] 
А0 Ах 
= tim ГО Az) — f() | ,,207 Ах) — g(z) 
Ax=+0 Ах Ax) Ax 
= f'(x) + g'(x). 


A proposição 4.11.6 se aplica a um número finito de funções, isto é, a derivada da soma de um número finito de 
funções é igual à soma de suas derivadas, se estas existirem. 


4.11.7 Exemplos 
G) Seja f(x) = 3x* + 8x + 5, Então, 
f(x) =3- (4) +8-1+0 
= 1217 +8. 
(ii) Seja g(y) = 9y* — 4y? + 2y + 7. Então, 
8 (y) =9- (Sy) – 4: (Qy)+2:1+0 
= 45у* — 8y +2. 
4.11.8 Proposição (Derivada de um produto) Sejam fe g funções e h a função definida por h(x) = f(x) ` 
g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, então 


h'(x) = f(x) g'G) + f'(x) * g(x). 
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Prova: Por hipótese, existem 


"(y = tim Lt Az) — f (a) 
Fo) = fim Ax 


g(x + Ax) — gx). 
Ax 


"y = li 

eg (4) = lim. 

Também podemos concluir, pelo teorema 4.6.1, que fé contínua e assim lim f(x + Ax) = f(x). Temos: 
4570 


hx) = dim, h(x + E = h(x) 
= tim f (z Ax) ` g(z + Ax) — f(z) ` ga) 
А0 Ax 


Adicionando e subtraindo ao numerador a expressão f(x + Ax) + g(x), vem: 


tim f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x + Ax)g(x) + f(x + Ax)g(x) — /(х)в(х) 


в = А0 Ах 
= tim f t А0180 + Ax) — g(x)] + g(z)[f(x + Ax) - fG)] 
А0 Ах 


f(x Ах) — f(x) 


m g(x + Ax) — g(x) 
Ax 


т [re an ECHTE] 12 
g(x + Ax) — g(x) 


Ax 


анаа m PEE 1) 
Ax Ax0 Ax 


= jin fla + Az) да, 
= f(x) ` g'(x) + g(x) f(x). 
4.11.9 Exemplos 
G) Seja f(x) = (2:8 — 1) (x^ + x?). Então, 
Р(х) = (28 — 1) (4х3 + 2x) + (x* + x2) (6х2). 
Gi) Seja f(t) = На + 5) (tŠ + 41). Então, 


f'o = le + 5)(6 + 4) + (0 + 41) 21)]. 


4.11.10 Proposição (Derivada de um quociente) Sejam f e g funções e h a função definida por 
h(x) = f(x)/g(x), onde g(x) + 0. Se f'(x) e g'(x) existem, então 


_ gG) Р) — fo) gd, 


4: T): 


Prova: Por hipótese, existem 


f(x + Ax) - f(x) 
Ax 


8(х + Ax) - g(x). 


ro = м, npoi= sss. 


Temos também, pelo teorema 4.6.1, que g é contínua e assim lim g(x + Ax) = g(x). Temos: 
Ax>0 
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Pty = dim ME + ай = h(x) 


fla + Ах) | fo) 
= tim ELA) кб) 
Ax Ax 
f(x + Ax)g(x) — /(х)в(х + 39| 
g(x + Ax)g(x) j 


1 
= lim 
Ax>0 + 


Subtraindo e adicionando f (x) * g (x) ao numerador, obtemos 


tim + e + Ax)g(x) - /(х)в(х) + /(х)в(х) — /(х)в(х + ян 


h'(x) = 


м0 АХ g(x + Ax)g(x) 
f(x + às -10) „ыў =й „g(x + E - 81) 
ih Е Хх 
нээ g(x + Ax): g(x) 
im FO Ax) fO) р E" ‚уы 8(x + Ax) — g(x) 
i Ax Es O Ах 


lim g(x + Ax) + Jim g(x) 
Р(х) ° g(x) — Р(х) ° g'(x) 
g(x) * g(x) 


РО) gl) — flx) 80) 
IT 


4.11.11 Exemplos 


4- 
G) Encontrar f'(x) sendo f(x) = A. 
Temos: 
mi (7 5х + 3)(2 + 4х2 — 0) — (2x5 — 3)(2x - 5) 
Pe (3 5x +3)? 
(à — 5х + 3) (83) — (2xº — — 5) 
i (95 — Sys) 


1 
Gi) Seg(x) = x encontrar g'(x). 
Temos: 


#&s 0 — t 1 
еа 


-п-1 


4.11.12 Proposição Se f(x) = x "onde n é um número inteiro positivo e x + 0, então f'(x) = — n + x 
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Prova: Podemos escrever f(x) = —' 
x 
Aplicando a proposição 4.11.10, vem: 
*0=1 nl 


, m 
l uy 


4.12  Exercícios 


“a Nos exercícios 1 a 22 encontrar a derivada das funções dadas. A seguir, comparar os resultados encontrados com 
os resultados obtidos a partir do uso de um software algébrico. 


1. f(r) = ar 2. f(x) = 3? + 6x — 10 
3. f(w) — aw! b 4. f(x)-14— iy 
5. f(x) = (2x + 1) (3x? + 6) 6. f(x) = (x - Dr 4) 
7. f(x) = (3х - )2 - х) 8. f(x) = Зу — 3) (5x +3) 
9. f(x) = (х= 1)(x + 1) 10. f(s) = (s — 1)(3s — 1) (5 + 25) 
11. f(x) = 7(ах2 + bx + c) 12. f(u) = (4? — a) (a — 2u) 
2x +4 += 
13.1) == 14. f) = 
32 +St-—- 1 бый m 
15. f() = р 16. f(t) 
18. f(x) - 
19. у(х) = 211032 + 6 20 EN a 
Ло) = Gr + 6x) TOE 
3 5 
21.70) =L ts 22. f(x) = 


23. Seja p(x) = (x — a)(x — b), sendo a e b constantes. Mostrar que se a + b, então p(a) = p(b) = 0, mas 
p'(a) * 0e p'(b) +0. 


24, Dadas as funções f(x) = х? + Ax e g(x) = Bx, determinar A e B de tal forma que 
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ma +g'(x)=1+2x 
Ро) -8(х) = x 


25. Dada a função f (1) = 3⁄3 — 4t + 1, encontrar f (0) — tf' (0). 


2+1 
26. a?) Encontrar a equação da reta tangente à curva y = zi —à no ponto de abscissa x = — 1. Usando uma ferra- 


3x 
menta gráfica, esboçar o gráfico da função e da reta tangente. 


27. Encontrar a equação da reta normal à curva y = (3x? — 4x)? no ponto de abscissa x = 2. 


p= 
28. ao) Encontrar as equações das retas tangentes à curva y = rxd que sejam paralelas à reta y — x. Usando uma 


ferramenta gráfica, esboçar o gráfico da curva, da reta dada e das tangentes encontradas. 


1 3 
29. Em que pontos o gráfico da função y = =x? — Dx? + 2x tem tangente horizontal? Esboçar o gráfico e ana- 
a^ 2 E 


lisar o resultado obtido. 


30. Seja y = ax? + bx. Encontrar os valores de a e b, sabendo que a tangente à curva no ponto (1, 5) tem inclinação 
т = 8. 


4.13 Derivada de Função Composta 


Consideremos duas funções deriváveis f e g onde y = g(u) eu = f(x). 

Para todo x tal que f(x) está no domínio de g, podemos escrever у = g(u) = g[f(x)], isto é, podemos considerar a 
função composta (gy f) (x). 

Por exemplo, uma função tal como y = (x? + 5x + 2)! pode ser vista como a composta das funções у = 
eu=x+5x+2=f(x). 

A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos dá a derivada da função composta go f em termos das derivadas 
defe g. 


7 = gu) 


4.13.1 Proposição (Regra da cadeia) Se y = g(u) e u = f(x) e as derivadas dy/du е du/dx existem, então a 
função composta y = g[/(x)] tem derivada que é dada por: 


ду, „Айй „ай 


Яс йш ах XI) = g'(u) + f' (z). 


Prova Parcial: Vamos fazer a demonstração supondo que existe um intervalo aberto I contendo x, tal que 


Au = [f(x + Ax) — f(x)] * 0 sempre que (x + Ax) € Te Ax + 0. a) 


Isso se verifica para um grande número de funções, porém não para todas. Por exemplo, se f for uma função cons- 
tante a condição apresentada não é satisfeita. Porém, neste caso, podemos provar a fórmula facilmente. De fato, se 
f(x) = c então f'(x) = 0e y = g [f(x)] = g(c) é constante. Assim, у(х) = 0 = g'(u) * f'(x). 

Então provemos que y'(x) = g'(u) * f'(x) quando f(x) satisfaz a condição (1). 

Como у = g [f(x)], temos: 


y (2) = lim 70: EADE 81709] 


se este limite existir. 
Ax Ax 
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Vamos considerar primeiro o quociente 


glf(x + Ах) — #[/(х)]. 
Ax 


Seja Au = f(x + Ax) — f(x). Então Au depende de Ax e Au — 0 quando Ax > 0. Temos: 
gU (x + Ax)]— a[f(x] _ gUJ (z) + Au] — gif GO] 
Ax Ax 


_ g(u + Au) — g(u). 
ER Ax 


Para a condição (1), Au + 0 em um intervalo aberto contendo x. Assim, podemos dividir e multiplicar o quocien- 
te mostrado por Au. Temos, entào: 


Ш/х + Ax)] = glfG)] _ g(u + Au) — (и) Au 
Ax Ax Au 


. B(u + Au) — (и) Au 
Е Au Ax 


= Blu + Au) — glu) f(x + Ax) - f(x) 
Au Ax 


Aplicando o limite, temos: 


gift + Ax)] — glf(x)] 


yo = Ви, Ах 


= tim #Ч@ + Au) glu), jm LE t Ax) —/(х) 
Au-ü Au Ax>0 Ax 


= g'(u) f(x), 


4.13.2 Exemplos 
G) Dada a função y = (x? + 5x + 2)”, determinar dy/dx. 


Vimos anteriormente que podemos escrever у = g(u) = w’, onde u = x? + 5х + 2. Assim, pela regra da cadeia: 


dy dy. qu 
dx du dx 
=7u + (2x + 5) 


= 7(х®+ 5x + 2)%+ (2x + 5). 


3r 2, 
2r+1 


5 
Gi) Dada a função y = ( ) , encontrar y”. 


Podemos escrever у = i, onde u = . Aplicando a regra da cadeia, temos: 


x+ 
Ped 
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dy ау du 


dx du dx 


4, (x + 1) 9 — (Sé 39) +2 
Wes A À 


Y Qx +1) 


aê E) 6x+3-6x—4 
2 (2х +1)? 


(EX uw 
dx + 1 (2x +1)? 


(iii) Dada a função y = (3x2 + 1)? - (x — х?)?, determinar dy/dx. 


Neste caso temos o produto de duas funções 

f(x) = (3х2 + 1) egl) = (= х2)? 

Assim, pela proposição 4.11.8, 

у(х) = 100) g'(x) + f'(x) в(х). 

Encontrando f'(x) e g'(x) pela regra da cadeia, temos: 

f(x) = 38x +1)? -6x e g'(x) = 2(x — xà) (1 — 2x). 

Logo, 

у(х) = (35241) 2(x — x?) (1 — 2х) + 3(3х° + 1) + 6x (x — xy 


= (3x? + 1)3(х — x?) (1 — 2x) + 18x (33 1) (x — x°)’, 
4.13.3 Proposição Seu = g(x) é uma função derivável e n é um número inteiro não nulo, então: 
Leor = n СОРТ ga) 
di 8! E 8 д 
Prova: Fazendo y = u", onde и = g(x) e aplicando a regra da cadeia, temos: 
7 м-1 D d yr Г, n=1 F 
E n eO g'(x). 


A regra da potência pode ser generalizada como segue: 


Se u = g(x) é uma função derivável e r é um número racional não nulo qualquer, então 


d ри Е gr 
ax COT = ri ОО в'(х), 
ou ainda, 


Qn) =r ula, 
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4.13.4 Exemplos 
(i) Dada a função f(x) = 5V x? + 3, determinar f'(x). 


Podemos escrever 

f(x) = 5(x2 + 3)12, 

Assim, 

f'(x)25. je +3) 712.25 


ЭШЕ. 
Vx+3 
ГА 
ii) Dada a função g (t) = 37, determinar g'(t). 
( og) = 8'(0) 
Escrevendo a fungáo dada como um produto, temos: 


80) MP An 
Assim, 
g)- 1) е +1) 181.30 + (Ë +1) x 
= (8 + 1) 743 428419, 
Podemos resumir as proposições da Seção 4.11 е 4.13 na seguinte tabela de derivadas. 


4.13.5 Tabela Sejam u = u(x) e v = у(х) funções deriváveis e c uma constante qualquer. 


(1) уссэу-0 (2) y=1>y=1 
@ a ачи (4) y=u+v=y =u +w 
(5) у= и: уу =u-v+v-u (6) yy += 


0) у= и, 0 +аЄ0 = у = аи! и. 
A Tabela 4.13.5 nos ajuda a determinar as derivadas de algumas funções. 
4.13.6 Exemplos Determinar a derivada das funções: 
G) y= x° + (2x + 4)? + Vx. 
y = 8х7 + 3(2x + 4)2: 2 + pon 


= Bx + 6(2x + 4) + TA 


2Vx 


x+1 


G) == 


CaPiruto 4 Derivada 143 
— 


(VE) 1 (+ 0):3: (9 73)? 2x 


é (Ме зу 
ON -3-x(x *1/ Vx - 3 
Е 2-3 


(2-3) – (x+1) 


NEN e SER 
(2-3) -3 


Gii) y = 3x(8x* — 2). 
y' = 3x(24x2) + (8x* — 2) -3 

= 72x 4240-6 

= 96x? — 6. 
Gv) у= Мбх + 7х + 2. 
Podemos escrever у = (6x? + 7x + 2)'P. 
Temos: 
y= цөс + 7х + 2) 263. (12x + 7) 


- 12x +7 
3V(6x? + 7x + 2) 


4.14 Teorema (Derivada da Função Inversa) 


Seja y = f(x) uma função definida em um intervalo aberto (a, b). Suponhamos que f(x) admita uma função inversa 


x = g(y) contínua, Se f'(x) existe e é diferente de zero para qualquer x € (a, b), então g = f `! é derivável e vale: 


р LA " 1 | 
£O) = ху TREO) 


Prova: A Figura 4.12 nos auxiliará a visualizar a demonstração que segue. 
Sejam y = f(x) e Ay = f(x + Ax) — f(x). Observamos que, como f possui uma inversa, se Ax + 0 temos que 
f(x + Ах) + f(x) e, portanto, Ay + 0. Como f é contínua, quando Ax — 0 temos que А y também tende a zero. 
Da mesma forma, quando Ay — 0, Ax = g(y + Ay) — g(y) também tende a zero. 


Temos, então: 


Ax—0 = Ay>0. (1) 
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Figura 4.12 


Por outro lado, para qualquer y = f(x) vale a identidade: 
¿(y + Ay) - 80) __ (x+ Ax) — x 
Ay f(x + Ax) - f(x) 
шүлэг Эй o 
f(x + Ax) — f(x) 
1 


C fG t Ax)-fG) 
Ax 


Como f'(x) existe e f(x) + O para todo x € (a, b), usando (1), vem: 


tim £0+ Ay) — 8(9) _ 1 
Ay>0 Ay Ло + Ax) — f(x) 
fi C Rui Dim LCS 
Ayo Ax 
= 1 . 
f'(x) 


Concluímos que g'( y) existe e vale g'(y) = «s 


4.14.1 Exemplos 
(i) Seja y = f(x) = 4x — 3. А sua inversa é dada por: 
1 
x=8(y) =¿04 + 3). 
Podemos ver que as derivadas, f'(x) = 4e g'(y) = 1/4 sáo inversas uma da outra. 
Gi) Seja y = 8x). Sua inversa é x = iv 
Como y” = 24x? é maior que zero рага todo х + 0, temos: 


dx 1 1 1 


“o ды 2” Gas 
dy 24x "a 6y 
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Para x = 0, temos y = 0 e y' = 0. Portanto, não podemos aplicar o Teorema 4.14. 


2 


(ii) Na Figura 4.13 apresentamos os gráficos das funções f(x) = х? + 1 definida em [0,+%) e 
g(x) = Vx — 1 definida para x € [1, + =). Pela simetria com a reta у = x, podemos afirmar que f(x) е 
g(x) são funções inversas uma da outra. 


A equação da reta tangente à curva f(x) = x? + 1 no ponto (2, 5) é у = 4x — 3 e a equação da reta tangente à 
3 


curva g(x) = Vx — 1 no ponto (5, 2) é y =” TY 


Podemos observar que as declividades sào inversas uma da outra, conferindo com o Teorema 4.14. 


Figura 4.13 


4.15 Derivadas das Funcóes Elementares 
Nesta seção apresentaremos as derivadas das funções elementares: exponencial, logarítmica, trigonométricas, trigo- 
nométricas inversas, hiperbólicas e hiperbólicas inversas. 


Apresentaremos uma tabela de Regras de Derivagáo que será usada no decorrer de todo o estudo de Cálculo 
Diferencial e Integral. 


4.15.1 Proposição (Derivada da função exponencial) Se у = а", (a > Oe a + 1) então 


y=alna(a>0e0a%1). 


Prova: Seja y = a*, (a > Oe a * 1). Aplicando a Definição 4.4, temos: 


y' = lim 
E dao АХ 
la — 1) 
= lim 
А-0 Ах 
Ar 
= іта" + lim 
№20 40 Ax 
Ac] 
Como lim é o limite fundamental provado na Seção 3.15.5, vem: 
ao Ax 


— m Cálculo A — Funções, limite, derivação c integração 


Caso Particular: 


Se y = e* então у = e* - In e = е", onde e é o número neperiano. 


4.15.2 Proposição (Derivada da função logarítmica) Se y = log, x (a > 0, a + 1), então: 


y = ор, e(a> 0ea + D. 


Prova: Seja у = log, x (a > Оса * 1). 
Aplicando a definição 4.4, temos: 


lim log, (x + Ax) — log, x 
Ax 0 Ax 


P Ax Vas 
E jim on (1 * ы) 


Usando a Proposição 3.5.2 (2), podemos escrever 


29 
y' = log, | lim ( + a) ] 


AO 
, . Ax/Ax “| 
= loga А, (1 + x/Ax ) 


1 үүх 
= log, Ax>0 (. Е as) | 


) 1 Yarur 
= log, jim (1 S zi) ] 


=210 [im (1 + : У] 
x Elim x/Ax f 
Usando o limite fundamental da Seção 3.15.3, vem 
бэ E e, 
у 320856. 
Caso Particular: 
1 
Se у = In x então y' = T Ine 


1 
1. 
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415.3 Proposição (Derivada da função exponencial composta) Se y = u”, onde u = u(x) e v = v(x) são 


"1 , 


funções de х, deriváveis num intervalo Le u(x) > 0, V x € Lentáo y = vu! cu +u” Inu уг 


Prova: Usando as propriedades de logaritmos, podemos escrever 


you = enhn, 


Portanto, y = (gẹ f) (x). onde g(w) = e” ew = f(x) = v * Inu. 
Como existem as derivadas 


go) = ee 
Ра) = (Inu) = vemutv: 


pela regra da Cadeia, temos: 
у = (”) ГО) 


" u 
«(ун uv. £) 
u 


e 
emy Inu + + £) 
u 


II 


yl. 


=u Inu- v + vu! uw. 


Se u(x) é uma função derivável, aplicando a regra da Cadeia podemos generalizar as proposições da Seção 4.15. 
Acrescentamos as seguintes fórmulas em nossa tabela de derivadas. 


(8) у=а(а>0,а#1) > y =a шати 


(9) у= е E siste 
7 и' 
(10) y = log, u = y = 71986 
r 
5 Ps 
(11) у= ћи = y 4 
(12) y= w Ë у= ушт: +u" mu vu 0. 


4.15.4 Exemplos Determinar a derivada das funções: 
ü) у= EN 


Fazendo u = 2x? + 3x — 1, temos y = 3". Portanto, 
y=3n3-u 


= PSI ¿jn ão (dx + 3). 


= тү? 
(ii) x= (z) х 


u 
Temos y = E) , onde и = Vx. Assim, 
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m 
Gi) уе 
+l 
Fazendo y = e" com и = E » temos: 
к= 
ГЭРТ” 
spri e 1 (ed) 1 
(х= 1)? 
= еї. -2 " 
(x = 1)? 


(iv) у= et, 


Neste caso fazemos y = e“, onde u = x + In x. 


Então, 


= ez. (x In x)' 
- en: 34 +Inx+* 1 
х 


= ernx(1+Inx). 
(v) у = log (3x? + 7x — 1). 


Temos y = log? u, onde и = Зх? + 7x — 1. Portanto, 


sua 
y = ` юре. 
6x +7 


“1 9E 


š " e 
(vi) у= Де 2 1) 


Temos y = In u, onde u = = T 
x 


х 


Logo, 
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(x1 1 
(x+ 1)? 


xti 


(vii) y = (2 + 1920], 
Temos y = и", onde u = х? + 1 > беу = 2x — 1. Assim, 
y = Qx- 1G DAI 4 D! (+ A «In GP € 1) Qe 1), 
= (2х - 1) (xh + 1) 7? 2x + (2 +1)™ + In (2 + 1) ° 2. 
Derivadas das funções trigonométricas 
4.15.5 Proposição (Derivada da função seno) Se y = sen x, então y' = cosx. 
Prova: Seja y = sen x. Aplicando a definição 4.4, temos: 


" .. sen (x + Ax) — sen x 
у = lim === Ss 
Ar Ax 


Para desenvolvermos o limite aplicaremos a fórmula trigonométrica: 


- + 
sen p — sen q = 2 sen 2 2. | Í| PA, 
2 z 
Entào, 
x+ ñz x Ах 
Бер n x (608 —————— 
“= lim 2 2 
УЛ 0 Ax 
2x + Ax 
2860-21-90 2 
E Ax 
Ax 
ec M 2x + Ax 
= lim. | —— | > lim:cos) === 
amo! 2, Ax Ax 2 
2 
= 1: cosx 
= cos x. 
4.15.6 Proposição (Derivada da função cosseno) Se y = cos x, então у = — sen х. 


Prova: Seja y = cos x. Aplicando a definição 4.4, temos: 
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‚— 1ш 50®(® + Ax) — cosx 
= lim AL TOA 
у= 0 Ах 


Aplicaremos а fórmula trigonométrica: 


PEE qug 


25 = =9 
cos p — cos q sen "вед = 
Entào, 
х+Ах+х x+ ÁAx—x 
— 2. se 6 
2 2 
Y = Ax 


= lim Lo sen 2x + ал < lim SP Ax/2 
5 2 o Ar 
2 


1 
= — 2. вепх 2.1 


= — sen х. 


4.15.7 Derivadas das Demais Funções Trigonométricas 


Como as demais funções trigonométricas são definidas a partir do seno e do cosseno, podemos usar as regras de 
derivação para encontrar suas derivadas. 


Por exemplo, 


sen x 
cos x` 


então y' = sec? x. 


se y=tgx= 
De fato, usando a regra do quociente, obtemos: 


_ cosx* cosx — sen x( — sen x) 
cos? x 


соз?х + sen? x 
cos?x 


1 
cos?x 


ѕес?х. 


Similarmente, encontramos: 


Se y = cotg x então у' = —cosec? x; 
зе у = sec x então у = secx-tgxe 
Se y = cosec x então у' = —cosec x · cotg x. 


Usando a regra da cadeia, obtemos as fórmulas gerais. Acrescentamos os seguintes itens na tabela de derivadas. 


(13) y =senu > у = cos u * u' 


(14) y = cos u =$ y —senu-:u' 
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(15) y =tgu = y=seduu 

(16) у= сови > y = —cosec? u u’ 

(17) y = secu zh y —secu-tgu-u 

(18 y=cosecu > y! = —cosecu • cotgu * и". 


4.15.8 Exemplos Determinar a derivada das seguintes funções: 
G) y= sen (x°). 
à 


y = sen u, u = x. 


y = (cos и)и 


[cos (x2)] + 2x 


= 2xcos (x°). 
(i) у= cos(1/x). 
у = cos u,u = (1/x). 
у = (—senu) ` uw 


= [—sen (1/x)]: — 1/х? 


= S (1/2). 


Gii) y=3tg Vx + cotg 3x. 


y = G tg Vx)' + (cotg 3x)! 


= 3: seo Vx - (Мх), + (—созес?3х) - (3x)! 


1 
= 3se Vx - SEC (cosec?3x)3. 


хаг y ER 288 
e у= 1+ cotgx 
ies (1 + cotg x)(cos x)' — cos x(1 + cotg x)' 


(1 + cotg x)? 


_ (1 + cotg x)(—sen x) — cos х(-совес x) 
Б (1 + cotg x)? 


— sen х — sen x cotg x + cos xcosec? x 
(1 + cotg x)? 
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(v) у = sec(x2 + 3x + 7). 
у = secu,u = х? + Зх + 7. 
у = secu-tgu-u! 
= [sec (x? + 3x + 7) tg (x? + 3x + 7)]- (2x + 3) 


= (2х + 3) sec (x° + 3х + 7) tg (x? + 3x + 7)]. 


+1 
(vi) y = cosec € ) 
EST 


x 


+ 


1 
acq 


y = cosecu,u = 


= —cosecu + cotgu - u' 


41 xc -2 
ЕХЕ i): cone (E Dle Dm 
ME (Е). en (EH) 

(= i х-1 x—1 


Derivadas das funções trigonométricas inversas 


4.15.9 Proposição (Derivadas da função arco seno) Sejaf[-1,1]>[—7/2, 7/2] definida por 
1 


f(x) = arc sen x. Então, y = f(x) é derivável em (-1, 1) e y' = 


Prova: Sabemos que 
y = arc sen x & x = sen y, y € [- 7/2, 2/2]. 


Como (sen y)' existe e é diferente de zero para qualquer y € (— 7/2, 7/2), aplicando o Teorema 4.13, vem: 


РА 1 = VEA 
Е (sen y)' 77 ов y a) 


y 


Como рага y € (—7/2, 7/2) temos cos y = V/1 — sen? y, substituindo em (1), vem у' = 
1 


sen y = x temos y” , para x € (-1,1). 


4.15.10 Proposição (Derivada da função arco cosseno) Seja:[-1,1]—[0, z] definida por 


f(x) = arc cos x. Então, y = f(x) é derivável em (—1, 1) e y' 


Prova: Usando a relação 


arc cos x = 5 — arc sen x e a proposição 4.15.9, obtemos: 
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— arc sen x) 


=í 


„ para x € (-1,1). 


4.15.11 Proposição (Derivada da função arco tangente) Seja f. IR — (1/2, 1/2) definida por f(x) = 
1 


Я = i E М 
arc tg х. Então у = f(x) é derivável e у 1 3 
Prova: Sabemos que: 


y-actgxe»x-tgyy€(-7/2, 7/2). 


Como (tg y)' existe e é diferente de zero para qualquer y € (— 7/2, 7/2). aplicando o Teorema 4.14 vem: 


a=b M — 
(tgy)' sec2y 


y 


Como sec?y = 1 + tg? y, obtemos: 


EL 
1+ tgy 


y 


Substituindo tg y por x, temos: 


4.15.12 Derivadas das Demais Funções Trigonométricas Inversas As demais funções trigonométricas 
inversas possuem derivadas dadas por: 


G) Se y = arc cotg x, então y” 


Gi) Se y = arc sec x, Ix] = 1, então у = 


-1 
(iii) Se y = arc cosec x, 1х1 = 1, então y! = —— ==, Ixl > 1. 
Ме — 1 


A implicação (i) pode facilmente ser verificada se usarmos a relação arc cotg x = = — arc tg xe a proposição 4.15.11. 
Provaremos a implicação (ii). 


Seja у = arc sec x = arc cos (1/x) para |х| = 1. Então, y' = [arc cos (1/ x)]'. 
Usando a proposição 4.15.10 e a regra da Cadeia, temos: 


==) 
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- х! 
хэм 2-1 
1 onde |x| > 1 
= AT Ix : 
IxlVx2— 1 
Acrescentamos os seguintes itens na tabela de derivadas: 
] и 
(19) у = arc sen u - уз 
1-12 
(20) у = arc cos и = y= 
(21) y =arctgu = у= u 
y g 3 ES 
-u 


(22) y = arc cotg u = a 
(23) y = arcsec u => (= lul>1 
d lul=1 Y vai 


(24) y = arc cosecu = 


—u' 
P Pintas dd 


4.15.13 Exemplos Encontre a derivada das seguintes funções: 
(i) y= arc sen (х + 1). 


y = arc sen u, u = x + 1. 


ts u 
YAT 

pd o 
“= rir 


T pet 
Gi) y = arctg 13342) 


= arc ti ps 
y gu, 14x 
r и 
“Tre 
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(1 + x?) + (2х) — (1 — х2) : 2x 


(1 + xy 


4.15.14 Derivadas das Funções Hiperbólicas. 


Como as funções hiperbólicas são definidas em termos da função exponencial, podemos facilmente determinar suas 
derivadas, usando as regras de derivação já estabelecidas. 


Por exemplo, se y = senh x, então: 
65] 
x 2 


-le-e»y 
(e +e 

= 2 e e 

= cosh x. 


Similarmente, obtemos as derivadas das demais funções hiperbólicas. Podemos acrescentar na tabela de derivação 
as seguintes fórmulas. 


(25) y = senh и = y =coshu-u' 

(26) y = cosh u - y-senhu:u' 

Qn улсийн = ycsehu:u 

(28) y=cotghu = y=-cosechucu 

(29) y = sech u = у = -sechu-tghu-u 
(30) y=cosechu = y'= —cosechu * cotgh u - u. 


4.15.15 Exemplos Determinar a derivada das seguintes funções: 
G) y= sech (х? + 3). 
у = sechu,u = x? + 3. 
у! = coshu * u^ 
= cosh (x? + 3) 3x. 
(1) y = sech (2x). 


y = sech u,u = 2x. 


ТЕ М Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
m"———— 


y' = —sechu • tgh u * u' 
= —sech (2x) * tgh (2x) 2. 


Gi) y = In[tgh (3x)]. 
y 7 Inu,u = tgh (3x). 


tat 
шанг” 
sech2(3x)- 3 
tgh (3x) 
= ЗЕЦ 
cosh? (3x) 
senh (3x) 
cosh (3x) 


= 3sech (3x) · cosech (3x). 
(v) у = cotgh (1 — x°). 
y = cotgh u -u = 1 — x. 
y’ = —cosech?u * u' 
= —cosech? (1 — x°) - (—3x2) 
= 3х?созесһ^ (1 — x°). 


4.15.16 Derivadas das Funções Hiperbólicas Inversas 


Na Seção 2.15.6 vimos que y = arg senh x pode ser expresso na forma: 
y = I(x + Vx? + 1). 
Assim, fazendo u = x + Vx? + 1 e aplicando a regra da cadeia, obtemos: 


(+ ve fo + Ve 1)" 
x+ Vx +1 


1 «ions 192: 2x 


x+Vx+1 


TÉ 


= Wr +i 


XT NET 
S. por A 
УУХ! x+A 11 
1 


Vest 
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1 
Portanto, se y = arg senh x, então у = ==. 
Y VAI 
De maneira similar podem ser obtidas as derivadas das demais funções hiperbólicas. 
Apresentamos as fórmulas que completam nossa tabela de derivadas. 


u 
(31) v = argsenhu = === 
5 У Vu +1 


(32) y=argcoshu => 
(33) y = arg tgh u > 


(34) у = arg cotghu = 


(35) y=argsechu => у => ==,0<u<l 


(36) y = arg cosechu = 


E 
у= ——=5 u + 0. 
lulV1 + u? 


4.15.17 Exemplos Determinar a derivada de cada uma das funções dadas. 


G) y= x?arg cosh x2. 


Temos: 


+ 2x arg cosh x? 


x 
zx T исаД arg cosh x? |. 


(1) у = arg tgh (sen Зх). 


(sen 3x)' 
= (sen Зх)? 


_ cos (3x) * 3 
cos?3x 
a 2 
cos3x 


= 3sec3x. 
(iii) y = xargsenh x — Vx? + 1. 


+ argsenh x — E +1) 7.2x 


158 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
esa 


x 


+ arg senh x — deri 


arg senh x. 


4.15.18 Tabela Geral de Derivadas 


Reunindo todas as fórmulas obtidas, formamos a tabela de derivadas que apresentamos a seguir. Nesta tabela u e v 
são funções deriváveis de x e c, a е a são constantes. 


(D espe 0) y=x=y=1 
(3) у=с-и=»у'=с-и' (4) y=u+v>y =u + v 

(5) y=u-v=y = uv + v: u ($9 у=5 >=" 

(7) у= и, (а + 0) > у= аи! eu (B у= a'(a» 0,2 1) у = а: Ina «ul 
Q)yeeeky cera (10) тээнэ 

(11) тун (12) ела шц +u" пиу 
(13) у= sen u Фу = cos u + u' (14) у= сози = y'= —senu * u' 

(15) y = tgu cy = secu + u' (16) y = cotg u = у = —cosec? u + u' 

(17) y = sec u = y = sec u * tg u * u' (18) y = cosec u = y' = —cosec u * cotg u * u^ 


(20) y = arc cosu = у = 


(19) у = arc sen u = у = 


OPE - =. 
(Dy=wetu=y=7 2 (22) y = arc cotg u = y T4332 
g! 
23) y = агсѕеси, lul = 1=> у = ===, me 
(23) y y а 140 1. 
зай 
24) у = arccosecu, lul =1> y! = ==, lul > 1. 
(24) y u y шр 1“ 1 
(25) y = senh u = у’ = cosh u + u' (26) y = coshu = y' = senh u * и’ 
(27) y = tgh u = у = sech? u cu (28) y = cotgh u => y' = —cosech2 u * u^ 
(29) y = sech u = y' = —sech и -tghu + u^ (30) y = cosech и = y' = —cosech и * cotgh u * u^ 
ш 


(31) y = arg senh u y' = (32) y = arg cosh u = y' = 
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(33) y=argtghu y = Es lul <1 


(35) y = arg sech u= у = 


4.16 Exercicios 


1. Determinar a equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. Esboçar o gráfico em cada caso. 
(a) f(x) = Lx = $t = 3. 
® 10) = aS R-I-2 4hr = 22474. 
(O f(x) = 2Vx;ix = 0,x =3,x = a,a > 0. 

2. Encontrar a equação da reta tangente à curva y = х? — 1, que seja perpendicular à reta y = — x. 


3. A posição de uma partícula que se move no eixo dos x depende do tempo de acordo com a equação x = 3⁄2 — £^, 


em que x vem expresso em metros e r, em segundos. 
(a) Qual é o seu deslocamento depois dos primeiros 4 segundos? 


(b) Qual é a velocidade da partícula ao terminar cada um dos 4 primeiros segundos? 
(c) Qual é a aceleração da partícula em cada um dos 4 primeiros segundos? 


4. Um corpo cai livremente partindo do repouso. Calcule sua posição e sua velocidade depois de decorridos 1 e 2 
segundos. (Da Física, use a equação y = vot — i gt” para determinar a posição y do corpo, onde w é a velocida- 
de inicial e g = 9,8 m/s?). 
Nos exercícios de 5 a 42 calcular a derivada. 
5. f(x) = 10(3 + 7x — 3)" 6. f(x) = lor + ax)? 
7 + 13 
= (72 м — 134 = 
7. f(t) = (702 + 6:)7 (3r — 1) 8. fi) (z: E 5) 
= Y 2 2 2x 
9. f(x) = Vx? + бх - 2) 10. f) == 
3x — 1 
= [2t d ss 
п.) = ү 12. fO) = 3€ 
13. f(x) = 23836 14. f(s) = (757 + 65 – 1)? 42673 
15. f(r) = MP + 5t) 16. f(x) = log; (2х + 4) 
1. 
17. f(s) = logs Vs + 1 18. f(x) = (2 + i) 
a j 
19. f(x) = giu 20. f(1) = (+ 1) 
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21. f(s) = НО + Бг) 22. f(u) = cos(m/2 — u) 

23. f(8) = 2cos6? - sen 2 0 24. f(x) = sen*(3x? + бх) 
25. f(x) = 3tg (2x + 1) + Vx 26. f(x) = эме» 

27. f(x) = eXcos3x 28. f(0) = — cose? 6º 

29. f(x) = aV/cos bx 30. f(u) = (utgu)? 

31. f(0) =a% а> 0 32. f(x) = (arcsen x)? 

33. f (1) = t arc cos 3t 34. f(t) = arc cos (sent) 

35. f(x) = arc sec Vx 36. f(t) = Parc cosec (2t + 3) 
37, f(x) = 2 Gen x) c ha) 38. f(t) = [cotgh (t  1)]2 


40. f(x) = xargcoshx — Vx? — 1 


39. f(x) - ES ep 


41. f(x) = x arg cotgh x? 42. f(x) = 3 [arg cotgh xP 


© Nos exercícios 43 а 79, calcular a derivada. А seguir, usando um software algébrico, comparar os resultados. 


аз. F(x) = +G ety ад. Л) = Qe 6) 5-4 
45. f(x) = (5x - 2) (3x — 1) 46. f(x) = Qx - S! + = ¡Me 
47. f(E) = (42 — Sr + 2) 1⁄4 48. fU) = SE + VET 
203x +1 

49. f(x) = 286r 50. f(x) = e 

~in 2x xd 
51. f(x) = E) 82. (0) =H 

t 
Ме, 


54. f(x) = Loy *c)-Inx 


53.10 = у= 


1 1+х 
55. f(x) => In x? 4) 56. f(x) = wí: а z) 


57 


59. 


61 


63. 


65. 


67. 


69. 


л. 


73. 


75. 


71. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 
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vi 
NO = (5) 58. f(x) = (e° +4)V* 
f(x) = sen (2x + 4) 60. f(8) = 2 соѕ (202 — 36 + 1) 
- Ha) = 119% 2а 62. (0) = sen20 + cos?8 
Fs) = соц (2s — 3)? 64. f(x) = E n] 
fü) = men 66. f(x) = sen'(x/2) cos*(x/2) 
10) = In cost 68. f(x) = log; (3x — cos 2x) 
ft) = esa 70. f(x) = arc cos z 
2 1 
Fs) = are sen 3/2 72. f(x) = areig a 
f(x) = senh (2x — 1) 74. f(t) = In [cosh (É — 1)] 
10) = tgh (4? — 3)? 76. f(x) = sech[In x] 
f(x) = (arg senh x)? 78 f= arg ghz i? 
f(x) = (x + 1) arg sech 2x 


Encontrar f'(x). 


1—xx=0 
exo 


а) f(x) -{ 
(b) f(x) = 13 — 4x] 

(с) fæ) = em! 

Calcular f'(0), se f(x) = e “cos 3x. 

Calcular f'(1), se f(x) = In (1 + x) + arc sen x/2. 


Dada f(x) = е“, calcular f (0) + x f'(0). 


ao) Dada f(x) = 1 + cos x, mostra que f(x) é pare f'(x) é impar. Usando uma ferramenta gráfica, esboçar 


o gráfico de f (x) e f'(x) observando as simetrias. 


Dada f(x) = sen 2x cos 3x, mostrar que f(x) é impar e f'(x)é par. 


Ж) Dada f(x) = ; sen 2x, calcular f” (x) e verificar que fe f’ são periódicas de mesmo período. Usando uma 


ferramenta gráfica, esboçar os gráficos de f (x) e f” (x) comprovando os resultados. 
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87. Seja f(x) derivável e periódica de período T. Mostrar que f’ também é periódica de período Т. 
88. Mostrar que a função y = x e * satisfaz a equação ху = (1 — x)y. 
89. Mostrar que a função y = x e” PR satisfaz a equação xy' = (1 — x?)y. 


90. Mostrar que a função y = satisfaz a equação xy' = y(ylnx — 1). 


l+x+Inx 
91. Sejam fe g funções tais que (fog)(x) = x para todo x, e f'(x) e g'(x) existem para todo x. Mostrar que 


' m : 
f(g(x)) = EU) sempre que g'(x) + 0. 


92. Obtenha a regra do produto para (uv)' derivando a fórmula In (uv) = In u + In v. 


93. Provar que: 
(a) Se y = cotg x, então у’ = —cosec? x. 
(b) Sey = sec x, então y' = secx- tg x. 
© Sey- t oy. 
c y = are cotg x, então y = т: 


1 
(d) Se у = arc соѕес х, 1х! > 1, então y = ==. >1 
y Y-uwg-pl 
(e) Se y = cosh x, então y' = senh x. 
(f) Se y = tgh x, então y = sech? x. 


(8) Se y = sech x, então y' = —sech x - tgh x. 


(h) Se y = arc sech x, então y' = 


=== Ü< x< 1, 
G) Se y = arc cosech x, então у’ = == * 0. 
i a 
94. a) Encontrar todos os pontos onde o gráfico de f(x) tem tangente horizontal. Usando uma ferramenta gráfica, 
esboçar o gráfico de f(x) e f'(x) e comparar os resultados. 
(a) f(x) = ѕеп 2х; 
(b f(x) = 2 cos x. 
95. 410) Traçar num mesmo sistema de coordenadas as funções y = — 1 — x? e y = 1 + x^. Usando a visualiza- 
ção gráfica, responder: 
(a) Quantas retas são tangentes a ambas as parábolas? 


(b) Quais são os pontos de tangéncia? 


(c) É possível encontrar essas retas algebricamente? 
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96. "Ф Dada a função у = f(x) = 1? — бх + 5 definida para x € (3, + =), desenvolver os seguintes itens: 
(a) Determinar a função inversa y = g(x) = f `! (x) e identificar o domínio. 
(b) Encontrar a equação da reta tangente à curva y = f(x) no ponto de abscissa 5. 
(c) Encontrar a equação da reta tangente à curva y = g(x) no ponto de abscissa 0. 


(d) Fazer uma representação gráfica dos resultados obtidos e identificar a relação estabelecida no Teorema 4.14. 


4.17 Derivadas Sucessivas 


Seja f uma função derivável definida num certo intervalo. A sua derivada f' é também uma função, definida no 
mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na derivada da função f". 


4.17.1 Definição Seja fuma função derivável. Se f’ também for derivável, então a sua derivada é chamada deri- 
2 
a (lë-se derivada segunda de fem 


vada segunda de f e é representada por f(x) (lê-se f-duas linhas de х) ou 
relação a x). 
4.17.2 Exemplos 
G) Sef(x) =3x? + 8x + 1, então: 
f(x) = бх + ве 
FU) = 6. 
(ii) Se f(x) = tg x, então: 
f'(x) = secixe 
f"(x) = 2secx- secx + tgx 


= 2sec?x - tg x. 


(iii) Se f(x) = Vix! + 1, então: 


Ро) E $3) Sor 


x(x + 1) 12е 


Fi IR Gaye 


pee. ги 
Me+1 VG +1) 


Se f” é uma função derivável, sua derivada, representada por f”(x), é chamada derivada terceira de f (x). 


A derivada de ordem л ou n-ésima derivada de f, representada por f(x), é obtida derivando-se a derivada de ordem 
n-1 de f. 
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4.17.3 Exemplos 
G) Sef(x) = 3 + 8х2, então: 
f'(x) = 15x! + 16x 


f'(x) = 60:8 + 16 


f" (x) = 1802 
f(x) = 360x 

f(x) = 360 

уе) =0 


f(x) = 0, para n = 6. 


(1) Se f(x) = ех, então: 


Ро) = Len 
то) = де? 
у" (х) = L en 
f(x) = x e 


(ii) Se f(x) = sen x, então: 
f'(x) = cosx 
f'(x) = —sen x 
f” (x) = —cos x 


f(x) = sen x 


Cos x, para n = 1, 5,9,.... 
—sen x, para n = 2,6,10, ... 
—cosx, para n = 3,7,11, 

sen x, paran = 4,8,12,.... 
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4.18 Derivacáo Implícita 
4.18.1 Função na Forma Implícita 
Consideremos a equação 
F(x. y) = 0. [| 


Dizemos que a função y = f(x) é definida implicitamente pela equação (1) se, ao substituirmos y por f(x) em (1), 
esta equação se transforma numa identidade. 


4.18.2 Exemplos 
4 fl ЛЭ 2 
(i) A equação x^ + 2- 1 = 0 define implicitamente a função y = 2(1 — x°). 
1 
De fato, substituindo у = 2(1 — х2) na equação x^ + a ee ts 0, obtemos a identidade x^ + ; 01-0) -1= 0. 


(1) A equação x? + y? = 4 define, implicitamente, uma infinidade de funções. 
De fato, resolvendo a equação para y como função de x. temos: 

y = £VA- x. 

Duas funções na forma implícita são obtidas naturalmente: 


у= +V4-x е у= -A4 К 


Os gráficos dessas funções são, respectivamente, a semicircunferëncia superior e inferior da circunferência de cen- 
tro na origem e raio 2 (ver Figura 4.14). 


Figura 4.14 


Podemos obter outras funções implícitas da equação x? + y? = 4. Se tomamos um número real c qualquer entre 
—2 e 2, podemos definir a função 


V4—-x),  parax=c 
-V4- x рагах < c. 

A função h(x) é definida implicitamente pela equação x^ + y? = 4, pois x? + [h(x)] = 4 para todo x no domí- 
nio de h. 


Podemos ver o gráfico da função h na Figura 4.15. Observamos que esta função não é contínua no ponto c e, por- 
tanto, não é derivável. 


ha) = 


: 
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Figura 4.15 


Atribuindo diferentes valores a c, podemos obter tantas funções quantas queiramos. Assim, a equação x? + y? = 4, 


define implicitamente uma infinidade de funções. 

Nem sempre é possível encontrar a forma explícita de uma função definida implicitamente, Por exemplo, como 
explicitar uma função y = f(x) definida pela equação 

y! 3xy +2 шу = 0? 

O método da derivação implícita permite encontrar a derivada de uma função assim definida, sem a necessidade de 
explicitá-la. 


4.18.3 А Derivada de uma Função na Forma Implicita 

Suponhamos que F(x, y) = O define implicitamente uma função derivável y = f(x). Os exemplos que seguem mos- 
tram que usando a regra da cadeia, podemos determinar y” sem explicitar y. 

Exemplos. 

G) Sabendo que y = f(x) é uma função derivável definida implicitamente pela equação x^ + y? = 4, determinar y. 


Como a equação х? + y? = 4 define у = f(x) implicitamente, podemos considerá-la uma identidade válida para 
todo x no domínio de f. 


Derivando ambos os membros desta identidade em relação a x, temos: 
(2 + y) = (4) 

ou, 

(3) + Y = o. 

Como y = f(x), usando a regra da cadeia, vem 

2x + 2yy' = 0. 


Isolando y”, temos: 


=x 


y 


Observamos que, neste exemplo, foi usado o fato de que y = f(x) é uma função derivável definida implicitamente. 
Esse resultado não é válido para a função h(x), representada graficamente na Figura 4.15. De fato, embora esta função 
também seja definida implicitamente pela equação x? + y? = 4, ela não é contínua no ponto x = ce, portanto, não é 
derivável neste ponto. 


Gi) Sabendo que y = f(x) é definida pela equação xy? + 2y? = x — 2y, determinar y”. 


Sabemos que a equação xy? + 2y? = x — 2y é uma identidade quando substituímos y por f(x). Portanto, em todos 
os pontos onde y = f (x) é derivável, temos as seguintes igualdades: 


(ху* +21 = (x —2yy' 
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(yy + (29º)! = (x)' = (2у)' 
x» 2yy' + y! + 6yly = 1 — 2у. 
Isolando y' na última igualdade, temos: 


AA 
 2xy + 6y2 +2 


y 


(iii) Se y = f(x) é definida por x?y? + x sen у = 0, determinar y'. 

Lembrando que y = f(x) e derivando em relação a x com o auxílio da regra da cadeia, temos: 
х? -2y* у + 2xy! + xcosyy + sen y = 0. 

Isolando y”, vem: 


2ху! + sen y 
2xy + xcosy 


r 


y=- 
t 
(iv) Determinar a equação da reta tangente à curva xb » — 1 = Ono ponto (— 1, 0). 
Derivando implicitamente em relação a x. temos: 
1 
2x + 27 -0 
Portanto, у = — 4x. No ponto x = —1,у' = 4. 
A equação da reta tangente à curva no ponto (—1, 0) é dada por: 
y —0 = A(x + 1), ou seja, 
y=4x+4 


4.19 Derivada de uma Funcáo na Forma Paramétrica 


4.19.1 Função na Forma Paramétrica Sejam: 


E = x(t) 


(0) 
=з 


duas funções da mesma variável real r, г € (а, b]. Então, a cada valor de г correspondem dois valores x e y. Considerando 
estes valores como as coordenadas de um ponto P, podemos dizer que a cada valor de / corresponde um ponto bem deter- 
minado do plano xy. Se as funções x = x(t) e y = y(r) são contínuas, quando t varia de a até b, o ponto P(x(t), y(t)) des- 
creve uma curva no plano (ver Figura 4.16). As equações (1) são chamadas equações paramétricas da curva e г é chama- 
do parâmetro. 


Figura 4,16 
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Vamos supor, agora, que a função x = x(t) admite uma função inversa t = f(x). Nesse caso, podemos escrever 


y = y[t(x)] 


e dizemos que as equações (1) definem y como função x na forma paramétrica. 

Eliminando o parâmetro / nas equações (1), podemos obter a função y = у(х) na forma analítica usual. 

Muitas curvas importantes costumam ser representadas na forma paramétrica. Em geral, as equações paramétricas 
são úteis porque, em diversas situações, elas simplificam os cálculos. Elas também são muito usadas na Física para des- 
crever o movimento de uma partícula. A seguir, apresentamos as equações paramétricas de algumas curvas e damos 
exemplos de algumas funções definidas na forma paramétrica. 


4.19.2 Exemplos 


x=2t+1 
у=4 +3 


definem uma função у(х) na forma paramétrica. 


Gü A equações [ 


1 
De fato, a função x = 21 + 1 é inversível, e sua inversa é dada por t = 20 — 1). Substituindo este valor па equa- 


ção y = 4t + 3, obtemos a equação cartesiana da função y(x), que é dada por: 


y DES = »] +3 
=2х +1. 


x=acost 


y =asent, t € [0,27], e 


Gi) Аз equação | 


onde a é uma constante positiva, representam uma circunferência de centro na origem e raio a. 
Na Figura 4.17, visualizamos o parámetro t, 0 = г = 27, que representa o ángulo formado pelo eixo positivo dos 
x e o segmento de reta que une o ponto P à origem. 


C, 
NL 


Figura 4.17 


Para obter a equação cartesiana, devemos eliminar o parâmetro r. 
Elevando ao quadrado cada uma das equação em (2) e adicionando-as, obtemos: 


х? = q? cost 
sen? t 
x? + y! = dcos + d sen! t 


= а? 


ou веја, x? + y? 
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Observamos que, neste exemplo, não temos uma função y(x) na forma paramétrica, porque a função x = a cos t não 
é inversível no intervalo [0, 277]. No entanto, podemos obter uma ou mais funções y = y(x) na forma paramétrica, res- 
tringindo convenientemente o domínio. 


Y 


Figura 4.18 
Por exemplo, as equações 


x = a cost 
y=asent, t € [0.7] 


definem, na forma paramétrica, a função y = Va? — х? e as equações 


x = a cost 
y=a sent, t E [7,27] 


definem a função у = — Va? — x? (ver Figura 4.18). 


(iii) As equações 


x=a cost 
y=b sent, t E [0.27], 


(3) 
onde a e b sào constantes positivas, representam uma elipse de centro na origem e semi-eixos a e b, como mostra a Figura 


4.19(a). 
Nesse caso, o parâmetro г também representa um ângulo e pode ser visualizado na Figura 4.19(b). 


(b) 


Figura 4.19 
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Para obter a equação cartesiana da elipse dada, devemos eliminar o parâmetro r. 
Multiplicando a primeira equação de (3) por b e a segunda equação por a, obtemos: 


bx = ab cost 

ay = ab sen t. 

Elevando cada uma dessas equações ao quadrado e adicionando-as, vem: 
ab? cos? r 

а?у? = а?Ь? sen? t 


Бх? + а y? = abh (cos + sen? г) 
= Qi 


% 
M 
[] 


ou, de forma equivalente, 


Como no exemplo anterior, restringindo convenientemente o domínio, podemos definir uma ou mais funções y (x) 
na forma paramétrica. 


x 


Figura 4.20 
Por exemplo, as equações 
х = асоѕг 


y =bsent, t Є [0.5] 


definem, na forma paramétrica, a função y(x) que está representada na Figura 4.20. 
(iv) As equações 


P 


onde a é uma constante positiva, representam a curva vista na Figura 4.21(a). 


a cos t 


4 
a se t, 0<t<27, ын 


Esta curva é chamada astróide ou hipociclóide de 4 cúspides e pode ser definida como a trajetória descrita por um 
ponto fixo P de uma circunferência de raio a/4, quando esta gira, sem escorregar, dentro de uma circunferência fixa de 
raio a. 


Na Figura 4.21(b), ilustramos o significado geométrico do parámetro r. 


CapiruLo 4 Derivada 171 
рете 


Y N 


(a) (b) 
Figura 4.21 


Para obter a equação cartesiana da curva, procedemos de forma análoga aos exemplos anteriores. Elevando cada 
equação de (4) à potência 2/3 e adicionando-as, obtemos: 


x! + y2 = ад (cos? t + sen? г) 
ou, de forma equivalente, 

x + yB = an, 

Observamos que as equações (4) não definem uma função y(x) na forma paramétrica porque x = a cos 3t nào é 
inversível no intervalo [0, 27]. Portanto, se queremos definir uma função y(x) na forma paramétrica, devemos tomar o 
cuidado de restringir convenientemente o domínio. 

4.19.3 Derivada de uma Função na Forma Paramétrica 

Seja y uma função de x definida pelas equações paramétricas 


E = x(t) 
y = y(t), t € [a, b]. (5) 


Suponhamos que as funçõe = y(t), x = x(t) e sua inversa t = t(x) são deriváveis. 
Podemos ver a função y = y(x), definida pelas equações (5), como uma função composta 


y = ylt(x)] 


e aplicar a regra da cadeia. Temos, então: 

dy 

so GR 6 
ax a re) (6 
Como x = x(t) e sua inversa / = t(x) são deriváveis, pelo Teorema 4.14, vem: 

1 

(х) 2 ——. 
r(x) xy (7) 


Substituindo (7) ет (6), obtemos: 


— 
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EC m 
Observamos que esta fórmula nos permite calcular a derivada 2 em conhecer explicitamente y como função de x. 


dx 
4.19.4 Exemplos 


d 
G) Calcular a derivada us da função y(x) definida na forma paramétrica pelas equações: 


x=2 +1 x=3t-1 
(a) um e сэр 
Solução. 
(a) Temos: 
dy y() 4 , 
dx x(t) 2 
(b) Temos: 
dy уй) 18-6  _ 
ay 3 4 (8) 
dy 


Se quisermos o valor da derivada — em função de x, devemos determinar t = t(x) e substituir em (8). Temos: 


dx 
1 
х=31-1 = r-qG D. 


Substituindo em (8), vem: 


dy 1. 
me ga үл j — 
en 6 НЫ 1):=32 


БЯ 


m š dy a 
Gi) Determinar a derivada az da função y(x) definida na forma paramétrica pelas equações 


x = 4cos?t 
y = Asen? г, 04117. 
2 
Temos: 
x'(r) = —12 cos?t sent 
y'(t) = 12 sen?cos t. 
Portanto, 
dy y(t  lI2sem:cos? _ sent _ E 
dx x(t)  -12cos'tsent cos; 18 


Observamos que este resultado só é válido para os pontos onde x'(t) + 0, ou seja, parar + Оег + 2 


Gii) Determinar a equação da reta tangente à circunferência x? + y? = 4, no ponto P(V2, V2). 
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caio 


Solução. Vamos usar a função y(x) definida na forma paramétrica pelas equações 


x=2cost 
y = 2sent, t € [0, v], 


como vimos no Exemplo 4.19.2(ii). 3 
y 
Vamos, agora, calcular a inclinacáo da reta tangente no ponto Р, ou seja, vamos calcular o valor da derivada de no 
x 
ponto P. Temos: 


dy y(t | 2cost 


dx x(t) —2senf OPER 


Precisamos determinar o valor do parámetro г que corresponde ao ponto P. 
Temos: 


№ = 2cost 
V2 = 2sent, 


т 
e portanto г = a 


A equação da reta tangente à curva no ponto Р(У?, №), é dada рог 
y-V2- - 1(x - V2), 
ou seja, 


у= - x +2\?. 


4.20 Diferencial 


4.20.1 Acréscimos Seja y = f(x) uma função. Podemos sempre considerar uma variação da variável independen- 
te x. Se x varia de x, a x», definimos o acréscimo de x, denotado por Ах, como: 


Ax = x; — х. 
A variação de x origina uma correspondente variação de y, denotada por Ay, dada por: 
Ay = f(x) — f (xi) ou, 


Ay = f(x + Ax) — f(x) (ver Figura 4.22). 


Figura 4,22 
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4.20.2 Diferencial Sejam y = f(x) uma função derivável e Ax um acréscimo de x. Definimos: 


(a) a diferencial da variável independente x, denotada por dx, como dx = Ax: 
(b) a diferencial da variável dependente y, denotada por dy, como dy = f'(x) - Ax. 
d 
De acordo com a definição anterior, podemos escrever dy = f'(x) * dx ou E = f'(x). 


dy = - € 
Assim, a notação de Já usada para / (х), pode agora ser considerada um quociente entre duas diferenciais. 
x 


4.20.3 Interpretação Geométrica Consideremos a Figura 4.23, que representa o gráfico de uma função y = 
f(x) derivável. 
O acréscimo Ax que define a diferencial dx está geometricamente representado pela medida do segmento 
PM [P Cx, f (x1)) e M x», f 3) )] (ver Figura 4.23). 


Figura 4.23 


O acréscimo Ду está representado pela medida do segmento МО [Q (x», f (x;)]. 
A reta t é tangente à curva no ponto P. Esta reta corta a reta x = x; no ponto R. formando o triângulo retângulo 
PMR. A inclinação desta reta t é dada por f" (x,) ou tg a. Observando o triángulo PMR, escrevemos: 
MR 
'(n) = tga = = 
PQ) = ga = руу 


onde MR e PM são respectivamente as medidas dos segmentos MR e PM. Usando o fato de que f^(x;) = HY: ana 
= ga = dx 
mos que dy = MR, já que PM = dx. 
Observamos que, quando Ax torna-se muito pequeno, o mesmo ocorre com a diferença Ay — dy. Usamos esse fato 
em exemplos práticos, considerando Ay = dy (Ay aproximadamente igual a dy), desde que o Ax considerado seja um 
valor pequeno. 


4.20.4 Exemplos 


(i) Se y = 2x? — бх + 5, calcule o acréscimo Ay para x = Зе Ax = 0.01. 
Usando a definição de Ay, escrevemos: 
Ау = f(x, + Ax) — f(x) 

= f (3 + 0,01) — f(3) 

-f(301) — f(3) 

= [2 - (301) - 6 + 3,01 + 5] - [2-3 — 6-3 + 5] 

= 5,0602 — 5 

= 0,0602. 
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(1) Se y = 6x? — 4 calcule Ay e dy para x = 2e Ax = 0,001. 
Usando a definição de Ay, temos: 
Ay = f(x + Ax) — foa) 

= f(2 + 0.001) — f(2) 

= [6+ (2,001)? — 4] — [6-2 — 4] 

= 20,024006 — 20 

= 0,024006. 


Usando a definição de dy, temos: 
dy = Р(х) Ах 


=12x- Ax 
= 12.2: 0,001 
= 0,024. 
Observamos que a diferença Ay — dy = 0,000006 seria menor caso usássemos um valor menor que 0,001 para Ax. 


(iii) Calcule um valor aproximado рага W/65,5 usando diferenciais. 


Seja y = f(x) a função definida por f(x) = Vx. 


Escrevemos: 


y+Ay=Vx+Axe dy = xs dx. 


Fazemos x — 64 e Ax — 1,5, isto porque 64 é o cubo perfeito mais próximo de 65,5. 
Portanto, 


x+ Ax = 65,5, dx = Ax = 15e 


1 15 
SS A 
dy = qup 15 =з.” 003125 


Então, 
65,5 = W64 + 1,5 = Vx + Ах = y + Ay. 
Fazendo Ay = dy, obtemos finalmente que: 


V/65,5 = y + Ay = 4 + 0,03125 
= 4,03125. 


(iv) Obtenha um valor aproximado para o volume de uma fina coroa cilíndrica de altura 12 m, raio interior 7 m e 
espessura 0,05m. Qual o erro decorrente se resolvermos usando diferenciais? 


A Figura 4.24 representa o sólido de altura h, raio interior r e espessura Ar. 
O volume V do cilindro interior é dado por: 


V=rr-h 
agrei 


= 5887 m°. 
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Аг= 0,05 т 


< 


Figura 4.24 


Dando um acréscimo Ar o volume da coroa será igual à variação AV em V. 


Usando diferenciais, temos: 
AV = dV =2mrh Ar 


=2т+7-12,005 
= 8,4т m’. 
О volume exato será 
AV = m(r + Àr)°': h — arh 
= (7/05) * 12 -m P -12 
= 596,431 — 5887 
= 8,437 m°. 
Portanto, o erro cometido na aproximação usada foi 
AV - dV = 0,037 m°. 


— FP  - — T —u 


4.21 Exercicios 


Nos exercícios 1 a 12 calcular as derivadas sucessivas até a ordem n indicada. 


1. у= 321-25; n = 5 
3. = 2? + 4х; n = 10 
5. ) 
yl =4 
e 


9. y = ѕепах; n = 7 


11. y=tgx п= 3 
13. Achar a derivada de ordem 100 das funções: 


a y=senx; 


2. 


b) 


у= ах? + bx? + cx + di n= 3 


y=V3- xt n= 2 


y=In2x;n=2 


у= —2 cos S; n = 5 


- y=arctgx; n = 2 


= cosx. 
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н 
" š : (1) = ED! 

14. Mostrar que a derivada de ordem л da função у = 1/x é dada por y” = uH 
15. Mostrar que a derivada de ordem n da função y = е“ é dada por y = a"e**. 
16. Sejam f(x) e g(x) funções deriváveis ate 3º ordem. Mostrar que: 

a) (fg)'-af' *2f'g' + fg”; b) (fg)" = gf" +3f"g c 3f'g" + fg". 
17. Mostrar que x = A cos (wt + a), onde A, w e a são constantes, satisfaz a equação 

Bad _ _ dh 

X + ax = 0 (s- 42) 

¿=D А " € 

18. Calcular y' — di das seguintes funções definidas implicitamente. 

a *+y=gq b x+xy+y=0 

o Vr+Vy= Va d у= 27 

x+ y 

e) acos?’(x + y) = b ff у= xy 

D wy. 
19. Determinar as retas tangente e normal à circunferëncia de centro (2, 0) e raio 2, nos pontos de abscissa 1. 

2 2 

20. Demonstrar que a reta tangente à elipse 2 + 2 = 1 no ponto (хо, yo) tem a equação 

хха Ул. 1 

[ ENT йн 
21. Еһ que pontos a reta tangente à curva y? = 2x? é perpendicular à reta 4x — 3y + 1 = 0? 
22. Mostrar que as curvas cujas equações são 2x? + 3y? = 5 e y? = х? interceptam-se no ponto (1, 1) e que 


suas tangentes nesse ponto são perpendiculares. 


d 
23. Calcular a derivada y' = = das seguintes funções definidas na forma paramétrica. Para quais valores de f, y' está 


definida? 
x = cos 2t 


ej [*75 2 
у= DP, t € (0, +=) y = sen 21, refaz] 
— 
x = 3cost товч 0880 
@ Е ТӨРТ fa) y = sente, ce (-3,0) 
х=@—1 x = 8cos?t 
(e) lc —e < t < +% 0 mo E 


24. “ Kg Determinar a equação da reta tangente à elipse 


x = 2 cos t 
y = 3sen t, t € [0,27] 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


no ponto P (va, зүй) 


ly Q Determinar as equações da reta tangente e da reta normal à astróide 


x = cost 
y =sen r, r € [0,27] 


ы) 


Encontrar А у — dy das funções dadas. 
2 pd 
dpyjeatb-xi4d b) y = 2Vx; о y-i—- 


Encontrar A y e dy para os valores dados 

a) »-is Ax = 0001: x = 1; 

b) у= 5x! -6x; Ax 2002; x = 0; 

TA 
z=1 

Calcular um valor aproximado para as seguintes raízes, usando diferencial. 


a) V50; b) 63,5; VB. 


Calcular a diferencial das seguintes funções: 


a) y = In (3x? — 4x); b) y= 


; Ax = 0.1; x = —1. 


x+1 

go 
A área 5 de um quadrado de lado x é dada рог $ = x^. Achar o acréscimo e a diferencial desta função e determinar 
o valor geométrico desta última. 


c) y = sen (5x? + 6). 


Dar a interpretação geométrica do acréscimo e da diferencial da função 5 = zr (área do círculo). 


Uma caixa em forma de um cubo deve ter um revestimento externo com espessura de 1/4 cm. Se o lado da caixa é 
de 2 m, usando diferencial, encontrar a quantidade de revestimento necessária. 


Um material está sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha cônica cuja altura é sempre igual ao raio da 
base. Se em dado instante o raio é 12 cm, use diferenciais para obter a variação do raio que origina um aumento de 
2 cm? no volume da pilha. 


Use diferenciais para obter o aumento aproximado do volume da esfera quando o raio varia de 3 cm a 3,1 cm. 


Um terreno, em desapropriação para reforma agrária, tem a forma de um quadrado. Estima-se que cada um de seus 
lados mede 1.200 m, com um erro máximo de 10 m. Usando diferencial, determinar o possível erro no cálculo da 
área do terreno. 


Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas de 40 cm de lado. Depois que recebeu 
as placas verificou que os lados das placas tinham 1/2 cm a mais. Usando diferencial, encontrar o aumento aproxi- 
mado da porcentagem de tinta a ser usada. 


Neste capítulo, apresentaremos as aplicaçóes da Derivada. 


Em diversas áreas encontramos problemas que serão resolvidos uti- 
lizando a derivada como uma taxa de variação. 


A análise do comportamento das funções será feita detalhada- 
mente, usando definições e teoremas que envolvem derivadas. 


Finalmente, introduziremos as regras de L'Hospital, que serão 
usadas no cálculo de alguns limites. 


5.1 Taxa de Variação 


Na Seção 4.2 vimos que, quando um corpo se move em linha reta de acordo com a equação do movimento s = s(t), 
a sua velocidade é dada por v = s'(t). 

Sabemos que a velocidade representa a razão de variação do deslocamento por unidade de variação do tempo. 
Assim, a derivada s'(1) é a taxa de variação da função s(t) por unidade de variação t. 

O mesmo ocorre com a aceleração que é dada por a(t) = v'(1). Ela representa a razão de variação da velocidade 
v (t) por unidade de variação do tempo r. 

Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variação. Dada uma função y = f(x), quando a variável inde- 
pendente varia de x a x + Ax, a correspondente variação de y será Ay = f(x + Ax) — f(x). O quociente 


Ay _ f(x + Ax) О) 


Ax Ax 
representa a taxa média de variação de y em relação a x. 
A derivada 
f(x + Ax) - f(x) 
"xS = li Я 
fo) Aro Ax 


é a taxa instantânea de variação ou simplesmente taxa de variação de y em relação a x. 
A interpretação da derivada como uma razão de variação tem aplicações práticas nas mais diversas ciências. 
Vejamos alguns exemplos. 


5.1.1 Exemplos 
(1) Sabemos que a área de um quadrado é função de seu lado. Determinar: 


(a) a taxa de variação média da área de um quadrado em relação ao lado quando este varia de 2,5 a 3 m.; 
(b) a taxa de variação da área em relação ao lado quando este mede 4 m. 
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Solução: Sejam A a área do quadrado e / seu lado. Sabemos que A = P. 

(а) А taxa média de variação de A em relação а / quando / varia de 2,5 m a 3 m é dada por: 
AA  A(3) - А(2,5) 
AL 3-25 


— 625 


= 5.5, 


(b) А taxa de variação da área em relação ao lado é dada por: 


dA 4 , 
аад) 
=21. 

Quando / = 4, temos: 

dA 

q 24=8 

ou, 

dA 

Sa) =8 

dl |a 


Portanto, quando / = 4 m, a taxa de variação da área do quadrado será de 8 m? por variação de 1 metro no com- 
primento do lado. 


(2) Uma cidade X é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de saúde calculam que o número de pes- 
soas atingidas pela moléstia depois de um tempo г (medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia) é, 
aproximadamente, dado por: 


3 


FU) = 641 5 


(a) Qual a razão da expansão da epidemia no tempo г = 4? 
(b) Qual a razão da expansão da epidemia no tempo г = 8? 
(c) Quantas pessoas serão atingidas pela epidemia no 5º dia? 


Solução: A taxa com que a epidemia se propaga é dada pela razão de variação da função f(r) em relação a t. 
Portanto, para um tempo / qualquer, essa taxa é dada por: 


f()=4-£. 
(a) No tempo г = 4, temos: 
/'(4) = 64 – 16 = 48. 
Logo, no tempo г = 4, a moléstia está se alastrando à razão de 48 pessoas por dia. 
(b) No tempo t = 8, temos: 
/'(8) = 64 — 64 
=0. 


Portanto, no tempo г = 8 a epidemia está totalmente controlada. 


risa 
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(c) Como o tempo foi contado em dias a partir do 1? dia de epidemia, o 5? dia corresponde à variação de r de 4 
para 5. 


O número de pessoas atingidas pela moléstia durante o 5º dia será dado por: 
53 4 
f(5) — f(4) - (64-55) (64.45) 


125 64 
= 320-7256 +3 


= 43. 


No item (a), vimos que no tempo г = 4 (início do 5º dia), a epidemia se alastra a uma taxa de 48 pessoas por dia. 
No item (c), calculamos que durante o 5º dia 43 pessoas serão atingidas. Essa diferença ocorreu porque a taxa de propa- 
gação da moléstia se modificou no decorrer do dia. 


(3) Analistas de produção verificaram que, em uma montadora x, o número de peças produzidas nas primeiras £ 
horas diárias de trabalho é dado por: 


5002 + г), рага 0 =г=4 


Ho o 1, рага 4=г=8. 


(а) Qual a razão de produção (em unidades por hora) após 3 horas de trabalho? E após 7 horas? 
(b) Quantas peças são produzidas na 8º hora de trabalho? 
Solução: 
(a) А razão de produção após 3 horas de trabalho é dada por f” (3). Para г < 4, temos: 

f'(t) = 50(21 + 1). 
Portanto, 

f(3)=50(2:3+1) 

= 350. 

Logo, após 3 horas de trabalho a razão de produção é de 350 peças por hora de trabalho. 
A razão de produção após 7 horas de trabalho é dada por f'(7). Para t > 4, 
/'@) = 200. 
Logo, após 7 horas de trabalho a razão de produção é de 200 peças por hora de trabalho. 
(b) О número de peças produzidas па 8* hora de trabalho é dado por: 

f(8) — f(7) = 200(8 + 1) — 200(7 + 1) 

= 200. 


Neste exemplo, o número de peças produzidas na 8º hora de trabalho coincidiu com a razão de produção após 7 
horas de trabalho. Isso ocorreu porque a razão de produção permaneceu constante durante o tempo considerado. 


(4) Um reservatório de água está sendo esvaziado para a limpeza. A quantidade de água no reservatório, em litros, 
t horas após o escoamento ter começado é dada por: 


V = 50(80 — 1)? 


Determinar: 
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(a) A taxa de variação média do volume de água no reservatório durante as 10 primeiras horas de escoamento. 
(b) A taxa de variação do volume de água no reservatório após 8 horas de escoamento. 


(c) А quantidade de água que sai do reservatório nas 5 primeiras horas de escoamento. 


Solução: 
(a) A taxa de variação média do volume nas 10 primeiras horas é dada por: 


Av _ 50(80 — 10)? — 50(80 — 0)? 
x 10 
_ 5070? — 802] 
= 10 
50 (150) 
— 7.500 1/һога. 


О sinal negativo aparece porque о volume de água está diminuindo сот о tempo. 
(b) А taxa de variação do volume de água num tempo qualquer é dada por: 
av 
“ar 502080 — 1) ( -1) 
= —100(80 — 1). 


No tempo, г = 8, temos: 


Аў 
dt | 


—100(80 — 8) 


-100-72 
= —720 1h. 
(c) А quantidade de água que sai do reservatório nas 5 primeiras horas é dada por: 
V(O) — V(5) = 50(80)? – 50(75)? 
= 38.750 1. 


Em muitas situações práticas a quantidade em estudo é dada por uma função composta. Nestes casos, para deter- 
minar a taxa de variação, devemos usar a regra da cadeia. Vejamos os exemplos que seguem. 


(5) Um quadradro de lado | está se expandindo segundo a equação / = 2 + !?, onde a variável г representa o 
tempo. Determinar a taxa de variação da área desse quadrado no tempo г = 2. 


Solução: Seja A a área do quadrado. Sabemos que A = Ë? e que | = 2 + г. 


A taxa de variação da área em relação ao tempo, num tempo ! qualquer é dada рог 44 


Usando а regra da cadeia, vem: 


da dA dl 

dt dl dt 
-21-21 
= 41 


=4(2+1)2.1. 
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No tempo г = 2, temos: 


dA 
T =42+2)-2 
di (2) 


= 48 unid. área/unid. tempo. 


(6) O raio de uma circunferência cresce à razão de 21 cm/s. Qual a taxa de crescimento do comprimento da cir- 
cunferência em relação ao tempo? 


Solução: Sejam r = raio da circunferência, 

t = tempo, 

1 = comprimento da circunferência. 
Da geometria, sabemos que / = 27rr. 


di 
Por hipótese, a taxa de crescimento de r em relação a t é ЕН = 21 cm/s. 


dl 
A taxa de crescimento de / em relação a 1 é dada por p Usando a regra da cadeia, vem: 


di di dr 
dt dr dt 
dr 
dr 
-2m-21 


=m: 


= 42 т cm/s. 


(7) Um ponto P(x, y) se move ao longo do gráfico da função y = 1/x. Se a abscissa varia à razão de 4 unidades 
por segundo, qual é a taxa de variação da ordenada quando a abscissa é x = 1/10? 


Solução: Temos: 

dy. dx Ux 

dt dx dt 

Como x varia à razão de 4 unid/seg, 2 = 4. Como y = 1/x, 2 - -54 
Então, 

у (8 

dt x 


Quando x — 1/10, temos: 


Hy. =н 

dt (1/10)? 
= -4-100 
= —400. 


Portanto. quando a abscissa do ponto P é x = 1/10 e está crescendo a uma taxa de 4 unid./seg a ordenada decresce 
a uma razão de 400 unid./s. Intuitivamente, podemos perceber isso analisando o gráfico de f (ver Figura 5.1). 
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110 x 
Figura 5.1 


(8) Acumula-se areia em um monte com forma de um cone onde a altura é igual ao raio da base. Se o volume de 
areia cresce a uma taxa de 10m?/h, a que razão aumenta a área da base quando a altura do monte é de 4 m? 


Solução: Sejam V = volume de areia, 
h = altura do monte, 
r = raio da base, 
A = área da base. (Ver Figura 5.2.) 


Figura 5.2 
Da geometria, sabemos que: 
А = тг? a) 
vela 2 
=3 "Th. (2) 
" dv 3 € 
Por hipótese, ur 10 m°/h e h = r. Substituindo h = r em (2), temos: 
v=lar (3) 
3". 


ад 
Queremos encontrar а taxa de variaçào E quando r = 4 m. 


Derivando (1) em relação a r, temos: 


4А | dA dr 
dt dr dt 
dr 

= 2wr di 


ar 


Precisamos determinar РЯ 


* Derivando а equação (3) em relação a г, vem: 
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av dv dr 
dt dr dt 
dr 
dr, 
a 
Vv 
Como ZÉ = 10 mf, temos 
dt 
dr 1 
di ASP: 10 
_ 10 
= 
ar 
Portanto, 
dA 10 
d EM тт? 
_% 
=> 
dA 20 
Quando r = h =4m a > 


Logo, quando a altura do monte é de 4 m, a área da base cresce a uma taxa de 5 m°/h. 


5.2 Análise Marginal 


A interpretação da derivada como uma taxa de variação é amplamente utilizada em Economia, englobando os con- 
ceitos de custo marginal, receita marginal, elasticidade etc. 

A denominação “marginal” utilizada pelos economistas indica uma variação “na margem”, significando que é con- 
siderada como um limite. 

Apresentamos, a seguir, os principais conceitos utilizados. 


5.2.1 Custo Marginal 
Vamos supor que o custo total para produzir e comercializar q unidades de um produto é dado por: 
С-С(4) 
Se aumentarmos a produção de q para q + Aq, o acréscimo correspondente no custo total é dado por: 
AC = C(q + Aq) - C(q) 
A taxa média de acréscimo no custo, por unidade acrescida na produção, no intervalo [q, q + Aq] é dada por: 
AC _ C(q + Ag) - C(q) 


Aq Aq 

O custo marginal é definido como o limite. 
4e 

мэ Ag 


e representa a taxa de variação instantânea do custo total, por unidade de variação da quantidade produzida, quando esta 
se encontra num nível q. 
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Se denotamos por CM (q), o custo marginal, temos: 
eee 
Е 
sempre que a função custo С = C(q) for derivável em q. 


5.2.2 Receita Marginal 
De modo análogo, se denotamos por R(q) a receita total obtida com a comercialização de q unidades de um produ- 


to, temos que: 
AR = R(q + Ag) — R(q) 


é o acréscimo ocorrido na receita total quando a demanda aumenta de q para q + Aq unidades, 
A receita marginal é a taxa de variação instantánea da receita total por unidade de variação da demanda, quando 


esta se encontra num nível q e é dada por: 


„АЕ 
BAT 


Se a função R = R(q) é derivável em q, denotando a receita marginal por RM (q). vem: 


TRIGGER 


5.2.3  Elasticidade 
Dada uma função y = f(x), a elasticidade de y em relação a x é definida por: 


Ay 

E: 

E(x) = lim 2, 

en E Ах (1) 
E 


e representa a taxa de variação percentual da variável dependente y em relação à variação percentual na variável inde- 


pendente x. 
Podemos reescrever a equação 1, como: 


Se a função y = f(x) é derivável vem: 


(2) 
amamus 


A elasticidade E(x) mede a tendência de resposta de y a pequenas variações de x. 

Se E(x) é positiva, um aumento percentual em x acarretará uma variação percentual positiva em y. Se E(x) é nega- 
tiva, um aumento percentual em x acarretará uma variação percentual negativa em y. 

Em situações práticas, geralmente, usa-se uma aproximação da equação (1), como segue: sejam 7 o acréscimo per- 
centual da variável independente x e À a variação percentual correspondente em y. Temos, então: 


A = E(x)r. 8) 


5.2.4 Exemplos 
G) Supor que o gerente de uma empresa de transporte coletivo deva decidir se oferece uma viagem diária a mais 
numa determinada linha. 
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Essa decisão deve ser tomada numa base financeira, isto é, a viagem extra só será implementada se ela gerar lucro 
para a empresa. 

Se a empresa realiza 12 viagens diárias nessa linha, qual deve ser a decisão do gerente, se ele usar como informação 
os gráficos da receita total e do custo total dados na Figura 5.3 (a) e (b)? 


Figura 5.3 


Solução: Сото a receita marginal é dada por RM (q) = А'(4). ela representa a inclinação da curva da receita 
total R. Da mesma forma o custo marginal é a inclinação da curva de custo total C, pois CM (q) = C'(q). 

Na Figura 5.4 (a) e (b), representamos novamente as curvas R e C, juntamente com suas retas tangentes, fp € 1, no 
ponto correspondente a q = 12. 


A= ta 
Receita 


ay 


12 
(b) 


Figura 5.4 


Analisando a Figura 5.4 (a), vemos que a inclinagáo da curva de custo é menor que a da receita, ou seja, o custo 
marginal é menor que a receita marginal. Portanto nessa situagáo, a decisáo do gerente deve ser a de implementar a 
viagem extra. 

Observando a Figura 5.4 (b) vemos que a inclinagáo da curva de custo é maior que a da receita, ou seja, o custo 
marginal é maior que a receita marginal. Isso significa que a empresa terá um custo adicional maior que a receita adi- 
cional, se ela oferece uma viagem a mais. Portanto, nesse caso, a decisáo do gerente deve ser a de náo implementar a 
viagem extra. 

(i) Supor que o custo total, no período de um més, de uma empresa que produz q unidades de um produto é dado 

por: 
100 + 2q, 0 < q = 600 

C(q) = 41.300 + Vq - 600, 600 < q < 1.500 

1.330 + (q — 1.500)2, q 1.500 
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e que a receita total é dada por: 

R(q) = 1324. 

Determinar: 

(a) О custo médio por unidade produzida a um nível de produção q = 1.000. 

(b) O custo marginal para q — 1.000. 

(c) О nível de produção q para o qual o custo marginal iguala a receita marginal. 

(d) O intervalo em que pode variar o nível de produção de forma a manter a empresa viável, isto é, tal que a recei- 
ta total é maior que o custo total. 

Solução: 

(a) Рага 600 < q = 1.500 o custo de produção é dado por: 


С(4) = 1300 + Vq — 600 


Portanto, o custo total no nível de produção q = 1.000 é dado por: 


C (1.000) = 1.300 + V/1.000 — 600 


1.320 unidades monetárias 


O custo médio por unidade produzida, neste caso, é dado por: 


a 1.320 
C(1.000) = 1000 


= 1,32 unidades moneiárias 


(b) О custo marginal para q = 1.000 é dado por: 


CM (1.000) = C'(1.000) 


Como C(q) — 1.300 + V/4 — 600, para 600 < q = 1.500, temos: 


ca) = lo — 600) 7, para 600 < q < 1.500. 
Portanto, 
1 
CM (1.000) = 7 (1.000 — 600) "12 
= 0,025 unidades monetárias 

(c) О custo marginal é dado por: 

2, 0 < q < 600 

1 
CM(q) = C'(q) = 2 (q — 600) 12, 600 < q < 1.500 

2(q — 1.500, q > 1.500 


A receita marginal é dada por: 
RM(q) = R'(q) = 132 
Devemos encontrar g tal que C' (q) = R'(q). 
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Como C'(q) é definido de forma distinta nos intervalos (0,600), (600, 1.500) e (1.500, +) devemos analisar em 
cada um desses intervalos separadamente. Temos: 
* Para 0 < q < 600, С'(4) = 2e R'(q) = 1.32. 
Logo, CM(q) + RM (q) para todo q nesse intervalo. 


* Para 600 < q < 1.500, vem: 


m — 600)? = 1,32 


• Para q > 1.500, vem: 
2(q — 1.500) — 1,32 ou de forma equivalente q — 1.500,66. 


Observamos que nos pontos q = 600 e q = 1.500 a função C não é derivável, nào sendo possível, portanto, deter- 
minar os custos marginais para esses níveis de produção. Na prática isso pode ocorrer, por exemplo, quando um recur- 
so tecnológico só pode ser utilizado para uma determinada faixa do nível de produção. 

(d) É interessante, nesse item, fazer uma análise gráfica. Na Figura 5.5, apresentamos os gráficos das funções 

custo total C (q) e receita total R (q). 

Analisando esses gráficos observamos que o gráfico de R(q) está acima do gráfico de C(q) no intervalo 

1.000 < q < 1.530, aproximadamente. 


i 
800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800 


+ == 


- 
200 400 600 


Figura 5.5 


Determinando analiticamente esse intervalo usando as expressões que definem o custo e a receita, obtemos que 
C(q) = R(q) para 1.000 = q = 1.526,26. 
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(iii) A quantidade de televisores demandada numa cidade X, num determinado período, é função de seu preço e 
é expressa por: 


q = 300 — 01р 


Calcular e interpretar o valor da elasticidade para um nível de preço p = 400 unidades monetárias. 
Solução: Temos: 


-44,Р 


Е(р) ЧЕ q 


400 
E(400) = —0.1 - 300 — 91-400 
400 
“15:60 
= -015. 


Observamos que a elasticidade deu um valor negativo, como intuitivamente poderíamos esperar, já que, em 
condições normais, o aumento de preço de um produto inibe a sua demanda. 

O valor obtido significa que um aumento percentual no preço, por exemplo 7 = 20%, acarretará uma diminuição 
percentual aproximada da demanda de: 


A = E(400) - 7 


—0,15 - 20% 
—3% 


lI 


(iv) A elasticidade da demanda em relação à tarifa do sistema de transporte público de uma cidade x é —0,30, 
quando a tarifa média é de 80 centavos por viagem. Supor que o sistema transporta 200.000 passageiros no 
período de pico matutino diário. 


(a) Estimar a queda na demanda se a tarifa média cresce 2,5%. 
(b) Ilustrar a sensibilidade desse resultado em relação ao valor da elasticidade. 


Solução: 
(a) Sejam: 
q = demanda (nº de passageiros transportados); 
Tar = tarifa; 
E(Tar) = elasticidade da demanda em relação à tarifa; 
7 = aumento percentual na tarifa; 
A = variação percentual na demanda; 
Ag = variação na demanda (em nº de passageiros). 
Temos: 
q = 200.000 
Tar = 80 centavos 
т = 2,5% 


E(Tar) = —0,30 
Como 7 = 2,5% e E(Tar) = —0.30, usando a equação(3), vem: 
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= —0,30 - 2,5% 
= —0,75%. 


Usando, agora, uma regra de três simples, podemos obter a variação Aq na demanda. Temos: 
100% «> 200.000 
—0,75% «ә Aq 


e, dessa forma, 


200.000 - —0,75 
100 
— 1.500. 


Ag 


Portanto, haverá uma queda de 1.500 passageiros na demanda. 

Observamos que não utilizamos diretamente o valor da tarifa na solução. Esse dado foi usado de forma indireta, 
pois o valor da elasticidade dado no problema referia-se a esse nível de tarifa. Em geral, a elasticidade da demanda varia 
com o nível da tarifa praticada. 


(b) Para simular a sensibilidade do resultado obtido em relação ao valor da elasticidade, vamos simular duas 
situações: 


E(Tar) = -02e E(Tar) = —04 
Para E(Tar) = —0,2, temos À = —0,5e 


_ 200.000 - —0,5 
100 


Para E(Tar) = —0,4, temos А = – 1,0е 


Aq = — 1.000 passageiros. 


_ 200.000 - — 1.0 


24 100 


= — 2.000 passageiros. 
Podemos ver, assim, que, quanto maior é а elasticidade, em valor absoluto, maior é а variação па demanda. 


—— A - -_-- -—_—_ A mo A A a secam 


5.3 Exercicios 


1. Numa granja experimental, constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa em gramas 
20-10 + 4)2, 0 < t = 60 
W(t) = 2 " 
24,41 + 604 , 60 =г= 90 
onde t é medido em dias. 
(a) Qual a razão de aumento do peso da ave quando t = 50? 
(b) Quanto a ave aumentará no 5I? dia? 
(c) Qual a razão de aumento do peso quando г = 80? 
2. Uma pega de came foi colocada num freezer no instante г = 0. Após г horas, sua temperatura, em graus centígra- 


dos, é dada por: 


4 
T(t) = 30 – 5t Ыт Ое S, 
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10. 


1 


14. 


15. 


16. 


Qual a velocidade de redução de sua temperatura após 2 horas? 


. A temperatura de um gás é mantida constante e sua pressão p em kgf/cm? e volume v em cm estão relacionadas 


pela igualdade vp = c, onde c é constante. Achar a razão de variação do volume em relação à pressão quando esta 
vale 10 kgf/cm’. 


. Uma piscina está sendo drenada para limpeza. Se o seu volume de água inicial era de 90.000 litros e depois de um 


tempo de г horas este volume diminuiu 2.500 г litros, determinar. 

(a) tempo necessário para o esvaziamento da piscina; 

(b) taxa média de escoamento no intervalo [2, 5]; 

(c) taxa de escoamento depois de 2 horas do início do processo. 

Um apartamento está alugado por R$ 4.500,00. Este aluguel sofrerá um reajuste anual de R$ 1.550,00. 
(a) Expresse a função com a qual podemos calcular a taxa de variação do aluguel, em t anos. 

(b) Calcule a taxa de variação do aluguel após 4 anos. 

(c) Qual a porcentagem de variação do aluguel depois de 1 ano do primeiro reajuste? 


(d) Que acontecerá à porcentagem de variação depois de alguns anos? 


. Numa pequena comunidade obteve-se uma estimativa que daqui a t anos a população será de p (t) = 20 — —— 


milhares. a 


(a) Daqui a 18 meses, qual será a taxa de variação da população desta comunidade? 
(b) Qual será a variação real sofrida durante o 18º mês? 


Seja r a raiz cúbica de um número real x. Encontre a taxa de variação de r em relação a x quando x for igual a 8. 


- Um líquido goteja em um recipiente. Após t horas, há 51 — 1'” litros no recipiente. Qual a taxa de gotejamento de 


líquido no recipiente, em 1/hora, quando г = 16 horas? 


. Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de 5 m de raio de base e 10 m de altura. No tempo t = 0, a 


água começa a fluir no tanque à razão de 25 m'/h. Com que velocidade o nível de água sobe? Quanto tempo levará 
para o tanque ficar cheio? 


Achar a razão de variação do volume v de um cubo em relação ao comprimento de sua diagonal. Se a diagonal está 
se expandindo a uma taxa de 2 m/s, qual a razão de variação do volume quando a diagonal mede 3 m? 


Uma usina de britagem produz pó de pedra, que ao ser depositado no solo forma uma pilha cônica onde a altura é 
aproximadamente igual a 4/3 do raio da base 


(a) Determinar a razão de variação do volume em relação ao raio da base. 


(b) Se o raio da base varia a uma taxa de 20 cm/s, qual a razão de variação do volume quando o raio mede 2 m? 


Os lados de um triángulo eqúilátero crescem à taxa de 2,5 cm/s. 
(a) Qual é a taxa de crescimento da área desse triângulo, quando os lados tiverem 12 cm de comprimento? 
(b) Qual é a taxa de crescimento do perímetro, quando os lados medirem 10 cm de comprimento? 


Um objeto se move sobre a parábola y = 2x? + 3x — 1 de tal modo que sua abscissa varia à taxa de 6 unidades 
por minuto. Qual é a taxa de variação de sua ordenada, quando o objeto estiver no ponto (0, — 1)? 


Um trem deixa uma estação, num certo instante, e vai para a direção norte à razão de 80 km/h. Um segundo trem 
deixa a mesma estação 2 horas depois e vai na direção leste à razão de 95 km/h. Achar a taxa na qual estão se sepa- 
rando os dois trens 2 horas e 30 minutos depois do segundo trem deixar a estação. 


Uma lâmpada colocada em um poste está a 4 m de altura. Se uma criança de 90 cm de altura caminha afastando-se 
da lâmpada à razão de 5 m/s, com que rapidez se alonga sua sombra? 


O raio de um cone é sempre igual à metade de sua altura h. Determinar a taxa de variação da área da base em relação 
ao volume do cone. 
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17. Supor que o custo total de producáo de uma quantidade de um certo produto é dado pelo gráfico da figura que segue. 


(a) Daro significado de C(0). 


(b) Descrever o comportamento do custo marginal. 


Aa) 


18. O custo total C(q) da produção de q unidades de um produto é dado por. 
1 


С(4) = 54º — 54? + 104 + 120 


(a) Qual é o custo fixo? 
(b) Qual é o custo marginal quando o nível de produção é q = 20 unidades. 
(c) Determinar se existem os valores de q tais que o custo marginal é nulo. 


19. A função q = 20.000 — 400p representa a demanda de um produto em relação a seu preço p. Calcular e interpre- 
tar o valor da elasticidade da demanda ao nível de preço p = 4. 


20. A função q = 15 + 60y — 0,06y^ mede a demanda de um bem em função da renda média per capita denotada por 
» (unidade monetária), quando os outros fatores que influenciam a demanda são considerados constantes. 


(a) Determinar a elasticidade da demanda em relação à renda y. 
(b) Dar o valor da elasticidade da demanda, por em nível de renda y = 300. Interpretar o resultado. 


5.4 Máximos e Mínimos 


A Figura 5.6 nos mostra o gráfico de uma função у = f(x), onde assinalamos pontos de abscissas x, x», хз e X4- 


Y: 


х, 


Figura 5.6 
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Esses pontos são chamados pontos extremos da função. Os valores f(x,) e f(x) são chamados máximos relativos e 
f). f(x) são chamados mínimos relativos. 
Podemos formalizar as definições. 


5.4.1 Definição Uma função f tem um máximo relativo em c, se existir um intervalo aberto /, contendo c, tal que 
f(c) = f (x) para todo x € 1 N D(f). 


5.4.2 Definição Uma função f tem um mínimo relativo em c, se existir intervalo aberto Z, contendo c, tal que 
f(c) = f(x) para todo x € 7 N D(f). 
5.4.3 Exemplo 


G) A função f(x) = 3x* — 12x? tem um máximo relativo em c, = 0, pois existe o intervalo (—2, 2), tal que 
КО) = f(x) para todo x € (—2, 2). 


Em c; = —V2 e c = * V2, a função dada tem mínimos relativos, pois FEV?) = f(x) para todo 
x € (-2,0) ef(V2) = f(x) para todo x € (0, 2) (ver Figura 5.7). 


Y 
№. 


| 


12 


Figura 5.7 


Gi) Ма Figura 5.8 apresentamos a função f(x) = x* — 4x? — 13x? + 28x + 60. Analisar а existência de pon- 
tos extremos da função. 


Figura 5.8 


O gráfico de uma função é de muita importância para visualizarmos os pontos extremos da função. Entretanto, 
podemos ficar diante da situação de poder apresentar somente uma estimativa para os valores de máximo e de mínimo. 
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Ao observar a Figura 5.8 é coerente afirmar que estamos diante de dois pontos de mínimos relativos situados em 
x = -2ex = 42 eum ponto de máximo em x = 0,8. 
Podemos, com o uso de um software específico analisar uma tabela de valores para verificar se a estimativa apre- 


sentada pode ser melhorada (ter uma melhor aproximação). Nas tabelas 5.1, (b) e (c), observamos que efetivamente os 
pontos estimados são pontos extremos e conseguimos constatar que a estimativa dada com uma casa decimal está con- 


firmada. 


Tabela 5.1 
Ej fe 
0,6 71,3856 
0,7 72,0981 
0,8 72,4416 
09 72,4101 
1,0 72,0000 


(b) 


A proposição seguinte permite encontrar com precisão os possíveis pontos extremos de uma função. 


5.4.4 Proposição Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a, b) e que f tem um extremo rela- 


tivo em c, onde a < c < b. Se f'(c) existe, então f'(c) = 


Prova: Suponhamos que f tem um ponto de máximo relativo em c e que f" (c) existe. 
Entào, 


ни = ё 


P( = im fe) — Fie) i POSTO _ pg ДӘ Ла. 
Como f tem um ponto de máximo relativo em c, pela Definição 5.4.1, se x estiver suficientemente próximo de c, 

temos que f(c) = f(x) ou f(x) — f(c) = 0. 

FG) - flo) 


£#— 


Se x > c^, temos x — c > 0. Portanto, = 0 e então: 


P Ho о-о. 
Ле = Mm a) 


f(x) - ftc) 


Se x > c`, temos x — c < 0). Portanto, ee = 0 e então: 


(c) = imÍ = f(e) > 
Pc) = lim 20 0) 


Рог (1) e (2), concluímos que f'(c) = 

Se ftem um ponto de mínimo relativo em c, a demonstração é análoga. 

Esta proposição pode ser interpretada geometricamente. Se f tem um extremo relativo em c e se f'(c) existe, então 
o gráfico de y = f(x) tem uma reta tangente horizontal no ponto onde x = c. 


Da proposição, podemos concluir que, quando f'(c) existe, a condição f'(c) = 0 é necessária para a existência de 
um extremo relativo em c. Esta condição não é suficiente (ver Figura 5.9(a)). Isto é, se f'(c) = 0, a função f pode ter ou 


não um extremo relativo no ponto c. 
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Da mesma forma, a Figura 5.9(b) e (c) nos mostra que, quando f"(c) não existe, f(x) pode ter ou não um extremo 


relativo em c. 
Y y Y 
0 x 
c x | 
(a) (b) © а 
Figura 5.9 


O ponto c € D(f) tal que f'(c) = 0 ou f'(c) não existe, é chamado ponto crítico de f. 
Portanto, uma condição necessária para a existência de um extremo relativo em um ponto c é que c seja um ponto 
crítico. 


É interessante verificar que uma função definida num dado intervalo pode admitir diversos pontos extremos rela- 
tivos. O maior valor da função num intervalo é chamado máximo absoluto da função nesse intervalo. Analogamente, o 
menor valor é chamado mínimo absoluto. 


Por exemplo, a função f(x) = 3x tem um mínimo absoluto igual a 3 em [1, 3). Não existe um máximo absoluto em 
її, 3). 


A função f(x) = — x? + 2 possui um máximo absoluto igual a 2 em (-3, 2). Também podemos dizer que —7 é 
mínimo absoluto em [—3, 2]. 


Temos a seguinte proposição, cuja demonstração será omitida. 


5.4.5 Proposição Seja fila, b] — IR uma função contínua, definida em um intervalo fechado (a, b]. Então f 
assume máximo e mínimo absoluto em [a, b]. 
Para analisarmos o máximo e o mínimo absoluto de uma função quando o intervalo não for especificado usamos as 
definições que seguem. 


5.4.6 Definição Dizemos que f(c) é o máximo absoluto da função f, se c € D(f)e f(e) = f(x) para todos os 
valores de x no domínio de f. 


5.4.7 Definição Dizemos que f(c) é o mínimo absoluto da função f sec € D(f), e f(c) = f(x) para todos os 
valores de x no domínio de f. 
5,48 Exemplos 
G) A função f(x) = x? + 6x — 3 tem um mínimo absoluto igual a —12 em c = —3, já que 


f(—3) = —12 = f(x) para todos os valores de x Є D(f)(ver Figura 5.10(a)). 


Gi) A função f(x) = —х? + бх — 3 tem um máximo absoluto igual a б em c = 3, já que /(3) = 6 = f(x) 
para todos os x € D(f) (ver Figura 5.10(b)). 
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(b) 


Figura 5.10 


5.5 Teoremas sobre Derivadas 


5.5.1 Teorema de Rolle Seja fuma função definida e contínua em [a, b] e derivável em (a, b). Se f(a) = f(b) = 0, 
então existe pelo menos um ponto c entre a e b tal que f'(c) = 0. 


Sob as mesmas hipóteses o teorema de Rolle pode ser estendido para funções tais que f (a) = f (b) + 0. 
As Figuras 5.11 (a), (b). (c) e (d) mostram exemplos de funções em que o Teorema de Rolle é válido. 


y 
v^ 
: é i П H ” 
а c b x a c bx 
(a) (b) 
" 
Y 
k 
» » 
x a 6 оь x 
(c) (9 


Figura 5.11 


Ргоуа: Faremos а prova ет duas partes. 
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1º parte. Seja f(x) = 0, para todo x, a = x = b. Então f(x) = О para todo x, a < x < b. Portanto, qualquer 
número entre a e b pode ser tomado para c. 

2" parte. Seja f (x) + 0, para algum x, a < x < b. Como fé contínua em [a, b], pela proposição 5.4.5, f atinge seu 
máximo e seu mínimo em [a, b]. Sendo f (x) + 0 para algum x € (а, b), um dos extremos de f será diferente de zero. 
Como f(a) = f(b) = 0, esse extremo será atingido em um ponto c € (a, b). 


Como f é derivável em c € (a, b), usando a proposição 5.4.4, concluímos que f'(c) = 0. 


5.5.2 Teorema do Valor Médio. Seja f uma função contínua em [a, b] e derivável em (a, b). Então existe um 
nümero c no intervalo (a, 5) tal que: 


fo- mulie 


Antes de provar este teorema apresentaremos sua interpretação geométrica. 

Geometricamente, o teorema do valor médio estabelece que, se a fungào y = f(x) é contínua em [a, b] e derivável 
em (a, b), então existe pelo menos um ponto c entre a e b onde a tangente à curva é paralela à corda que une os pontos 
P (a, f(a)) e Q(b, f(b)) (ver Figura 5.12). 


Figura 5.12 


Prova do teorema do valor médio: Sejam P (a, f(a)) e Q(b, f(b)). A equação da reta PO El 


fO 
y- а) = E y — a). 
Fazendo y = h(x), temos: 
по) = LEIO, a) уа). 


Como A(x) é uma função polinomial, A(x) é contínua e derivável em todos os pontos. 
Consideremos a função g(x) = f(x) — h(x). Essa função determina a distância vertical entre um ponto (x, f(x)) do 
gráfico de fe o ponto correspondente na reta secante PQ. 


Temos: 


ны Ha) 


#(х) = f(x) — (x= a) — f(a) 


A função g(x) satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle em [a, b]. De fato, 
G) а(х) é contínua em [a, b], já que f(x) e h(x) são contínuas em [a, b]. 
(i) g(x) é derivável em (a, b), pois f(x) e h(x) são deriváveis em (a, b). 
(ш) g(a) = g(b) = 0, pois 
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(а-а) – f(a) - 0 


gla) = fla) - 070) 


sí) = г) - £O) — 102 (pa) - f(a) = 0 


Portanto, existe um ponto c entre a c b tal que g'(c) = 0. 


Como g'(x) = f'(x) — ега), temos: 
ке) = е) LEIO a, 
а 
е, desta torma, 
ita = ТӨ) HA. 
mo Л, 


————— 
5.6 Funcóes Crescentes e Decrescentes 


5.6.1 Definição Dizemos que uma função f, definida num intervalo 7, é crescente neste intervalo se para quais- 


quer ху, € Г, x, € x», temos f (xi) = f (x2) (ver Figura 5.13). 


X 
Figura 5.13 Figura 5.14 


5.6.2 Definição Dizemos que uma função f, definida num intervalo /, é decrescente nesse intervalo se para quais- 
quer Хү, x; € I, x, < x», temos f(x,) = f (x2) (ver Figura 5.14). 


Se uma função é crescente ou decrescente num intervalo, dizemos que é monótona neste intervalo. 


Analisando geometricamente o sinal da derivada podemos determinar os intervalos onde uma função derivável é 
crescente ou decrescente. Temos a seguinte proposição. 


5.63 Proposição Seja fuma função contínua no intervalo [a, b] e derivável no intervalo (a, b). 
G) Se f'(x) > 0 para todo x € (a, b), então fé crescente em [a, b]; 
(i) Se f'(x) <0 para todo x € (a, b), então f é decrescente em [a, b]. 


Prova: Sejam x, e x; dois números quaisquer em [a, b] tais que x, < x». Então f é contínua em [x;, x2] e derivável em 
(xy, хо). Pelo teorema do valor médio, segue que: 
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36€ (x, x) tal que (c) = Р = fm), w 


ы = l 


(i) Por hipótese, f'(x) > 0 para todo x € (a, b). Então f'(c) > 0. Como x, < xz, x; — ху > 0. 


Analisando a igualdade (1), concluímos que f (х) — f (x;) > 0, ou seja, f (x2) > f (xi). 
Logo, f é crescente em [a, b]. 


Gi) Neste caso, f'(x) < 0 para todo x € (a, b). Temos então f'(c) < 0e x; — x, > 0. 
Analisando a igualdade (1), concluímos que f (х) — f (x;) < 0 e, dessa forma, Р) < f(x). 
Logo, f é decrescente em [a, b]. 


Observamos que a hipótese da continuidade de f no intervalo fechado [a, b] é muito importante. De fato, tomando 
por exemplo, a função: 
f 10.1] — IR 
_|x+1,paa0sx<1 
f9-n ,parax=1 
temos que f'(x) = 1 > 0 para todo x € (0, 1) e, no entanto, f não é crescente em (0, 1]. 


A proposição não pode ser aplicada porque f(x) não é contínua no ponto 1. 


5.6.4 Exemplos Determinar os intervalos nos quais as funções seguintes são crescentes ou decrescentes. 
0) /(ху=х+1. 


Vamos derivar a função e analisar quais os números x tais que f'(x) > 0 e quais os números x tais que f'(x) < 0. 
Temos: 


Р(х) = 3x. 


Como 3x? é maior que zero para todo х % 0, concluímos que а função é sempre crescente. 
A Figura 5.15 ilustra este exemplo. 


Figura 5.15 


Gi) f(x) = x2— x+. 


Temos f'(x) = 2x — 1. Então, para 2x — 1 > 0 ou x > 1/2 a função é crescente. 
Рага 2x — | < 0 ou x < 1/2 a função é decrescente (ver Figura 5.16). 
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Figura 5.16 


222—4, sex=1 
—*- 1, sex=l. 


(ш) f(x) -| 


O gráfico de f(x) pode ser visto па Figura 5.17. 


Figura 5.17 
Se x < 1, entào f'(x) = 4x. Temos: 
4x > 0 para x € (0,1); 
4х < 0 para x € (—9,0). 
Sex > 1, temos f'(x) = —1. Então, f'(x) < 0 para todo x € (1,+%). Concluímos que f é crescente em (0, 1] 


e decrescente em (— %, 0] U [1, 420). 
———————————————————————— 
5.7 Critérios para Determinar os Extremos de uma Funcáo 


A seguir demonstraremos teoremas que estabelecem critérios para determinar os extremos de uma função. 


5.7.1 Teorema (Critério da derivada primeira para determinação de extremos) Seja fuma função 
contínua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto pos- 
sivelmente num ponto c. 


G) Se f'(x) > 0 para todo x < c e f'(x) < 0 para todo x > c, então f tem um máximo relativo em c. 


(i) Se f'(x) < 0 para todo x < c e f'(x) > 0 para todo x > c, então f tem um mínimo relativo em c. 


= 
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Prova do item (i): Usando a proposição 5.6.3, podemos concluir que f é crescente em (4, c] e decrescente em (с, b]. 
Portanto, f(x) < f(c) para todo x = с em (a, b) e assim f tem um máximo relativo em c. 


Prova do item (ii): Pela proposição 5.6.3, concluímos que f é decrescente em [a, c] e crescente em [c, b]. Logo 
f(x) > f(c) para todo x = c em (a, b). Portanto, f tem um mínimo relativo em c. 


A Figura 5.18 ilustra as diversas possibilidades do teorema. 


3f'(c) 


Figura 5.18 


5.7.2 Exemplos 


ou, 


(i) Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento e os máximos e mínimos relativos da função 
f(x) = x° — 7x + 6. 
Temos f'(x) = 3x? — 7, para todo x. Fazendo f'(x) = 0, vem: 
3x2 —-7=0 
X +V7/3. 
Portanto, os pontos críticos da função f são +V7/3 ec vh. 


Рага x < — V7/3, f'(x) é positiva. Aplicando a proposição 5.6.3, concluímos que f é crescente em 


(+, — V7/3). Para —V 7/3 < x < V 7/3, f'(x) é negativa. Então f é decrescente em [— V7/3,V7/31. Para 
x > V7/3, f'(x) é positiva e, então, fé crescente em [V 7/3, +=). 


Pelo critério da derivada primeira concluímos que f tem um máximo relativo em — V 7/3 e ftem um mínimo rela- 


tivo em +V7/3. 


A Figura 5.19 mostra um esboço do gráfico de f. 


Figura 5.19 


Capituto 5 Aplicações da derivada 20: 


(i) Seja 
_ Jr 2 3, sexes 
fo) = т +17), sex>5., 
Sex < 5, temos f'(x) = 2(х — 2) e, sex > 5, temos f'(x) = 1/2. 
Ainda f! (5) = 1/2e f' (5) = 6. Logo, f'(5) não existe e então 5 é um ponto crítico de f. 
O ponto x = 2 também é ponto crítico, pois f' (2) = 0. 
Se x < 2, f" (x) é negativa. Então, pela proposição 5.6.3, f é decrescente em (— >, 2]. 
Se2 < x < 5, f'(x) é positiva. Então fé crescente em [2, 5]. 


Se x > 5, f’ (x) é positiva. Então fé crescente em (5, +). 
Pelo critério da derivada primeira, concluímos que f tem um mínimo relativo em x = 2. 
Apresentamos o gráfico de f na Figura 5.20. 


Figura 5.20 


5.7.3 Teorema (Critério da derivada 2° para determinação de extremos de uma função) Sejam 
fuma função derivável num intervalo (a, b) e c um ponto crítico de f neste intervalo, isto é, f'(c) = 0, com 
a< c < b. Se f admite a derivada f” em (a, b), temos: 


G) Se f”(c) < 0, ftem um valor máximo relativo em c. 


Gi) Se f"(c) > 0, f tem um valor mínimo relativo em c. 


Prova: Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que nào foi mencionado no Capítulo 3. “Se lim f (x) 


existe e é negativo. existe um intervalo aberto contendo a tal que f(x) < 0 para todo x # a no intervalo.” 


Prova do item (i): Рог hipótese f”(c)existe e f” (c) < 0. Então, 
рну = C 2) — MCI) 

Р = ни 12 seni 

Portanto, existe um intervalo aberto /, contendo c, tal que 


f'Q)- 


'(с) 
t-e 


< 0, para todo x € 1. 0) 


Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € / tais que х < c. Então, c é o extremo direito do inter- 
valo aberto A. 
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Seja B о intervalo aberto que contém todos os pontos x € / tais que x > с. Assim, c é o extremo esquerdo do inter- 
valo aberto B. 


Se x € A, temos x — c < 0. De (1), resulta que f'(x) > f'(c). 
Sex € B, x — с > 0, De (1), resulta que f'(x) < f'(c). 


Como f'(c) = 0, concluímos que, se x € A, f'(x) > Ое, sex € B, f'(x) < 0. Pelo critério da derivada primeira 
(Teorema 5.7.1), f tem um valor máximo relativo em c. 


A prova de (ii) é análoga. 
5.7.4 Exemplos Encontre os máximos e os mínimos relativos de f aplicando o critério da derivada segunda. 
© f(x) = 18x + 347 — 4. 
Temos: 
f(x) = 18 + бх — 1222 
e f'(x) = 6 — 24x. 


Fazendo f'(x) = 0, temos 18 + 6x — 12x? = 0. Resolvendo esta equação obtemos os pontos críticos de f que são 
39e —1T. 


Como f"(3/2) = —30 < 0, ftem um valor máximo relativo em 3/2. 
Como f"(—1) = 30 > 0, f tem um valor mínimo relativo em —1. 
Gi) f(x) = x(x- 1). 
Neste exemplo, temos: 
F (2) 2-x:2(x—1) + (6 т) 1 
= 30 – 40 + 1 
e Г" (х) = 6х – 4. 


Fazendo f'(x) = 3x? — 4х + 1 = 0 e resolvendo а equação obtemos os pontos críticos de f. que neste caso são 
1е 1/3. 


Como f"(1) = 2 > 0, ftem um valor mínimo relativo em 1. Como f" (1/3) = —2 < 0, f tem um valor máximo 
relativo em 1/3. 


Gi) f(x) = бх – 3х2 + ги 
Temos: 
3 
Р(х) = 6— 6x + 5% 
е <" (х) = –6 + Зх. 


3 
Fazendo f'(x) = 0, temos 6 — 6x + 2 x? = 0. Resolvendo a equação, obtemos x = 2, que neste caso é o único 


ponto crítico de f. 


Como f"(2) = 0, nada podemos afirmar com auxílio do Teorema 5.7.3. 

Usando o critério da derivada primeira ou a visualização do gráfico da função na Figura 5.21, podemos concluir que 
a função dada é sempre crescente. Portanto, não existem máximos nem mínimos relativos. 

Com as informações da seção seguinte vamos poder constatar que (2, 4) é um ponto de inflexão. 
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Figura 5.21 


— Ura 
5.8 Concavidade e Pontos de Inflexão 


O conceito de concavidade é muito útil no esboço do gráfico de uma curva. 

Vamos introduzi-lo analisando geometricamente a Figura 5.22. 

Na Figura 5.22 (a) observamos que dado um ponto qualquer c entre a e b, em pontos próximos de c o gráfico de f 
está acima da tangente à curva no ponto P(c, f(c)). Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no interva- 
lo (a, b). 


ГСМ bee 


(a) (b) 


Figura 5.22 


Como f'(x) é a inclinação da reta tangente à curva, observa-se na Figura 5.22(b) que podemos descrever essa 
mesma situação afirmando que no intervalo (a, b) a derivada f'(x) é crescente. Geometricamente, isto significa que a 
reta tangente gira no sentido anti-horário à medida que avançamos sobre a curva da esquerda para a direita. 


Analogamente, a Figura 5.23 descreve uma função que tem concavidade voltada para baixo no intervalo (a, b). 
Na Figura 5.23(b) vemos que a tangente gira no sentido horário quando nos deslocamos sobre a curva da esquerda 


para a direita. A derivada f'(x) é decrescente em (a, b). 
Temos as seguintes definições: 


5.8.1 Definição Uma função fé dita cóncava para cima no intervalo (а, b), se f'(x) é crescente neste intervalo. 
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(a) (b) 
Figura 5.23 


5.8.2 Definição Uma função fé côncava para baixo no intervalo (a, b), se / (х) for decrescente neste intervalo. 
Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou para baixo, auxilia muito no traça- 
do de seu gráfico. Faremos isso analisando o sinal da derivada f" (x). 


5.8.3 Proposição Seja f uma função contínua no intervalo [a, b] e derivável até 2º ordem no intervalo (а, b). 
G) Sef"(x) > 0 para todo x € (a, b), então fé côncava para cima em (а, b). 


(ii) Se f"(x) < 0 para todo x € (a. b), então fé côncava para baixo em (a, b). 


Prova de (0: f"(x) = [f'(x)], se f" (x) > 0 para todo x € (a, b), pela proposição 5.6.3, / (х) é crescente по inter- 
valo (a, b). Logo, f é côncava para cima em (a, b). 


Analogamente, se prova (ii). 
Podem existir pontos no gráfico de uma fungáo em que a concavidade muda de sentido. Esses pontos sáo chama- 
dos pontos de inflexão. 


5.8.4 Definição Um ponto P(c, f(c)) do gráfico de uma função contínua f é chamado um ponto de inflexão, se 
existe um intervalo (a, b) contendo c, tal que uma das seguintes situações ocorra: 


(i) fé côncava para cima em (a, c) e côncava para baixo em (c, b). 
(i) fé côncava para baixo em (a, c) e cóncava para cima em (с, b). 


Na Figura 5.24, os pontos de abscissa су, c>, cs e c são pontos de inflexão. Vale observar que c> e ca são pontos de 
extremos de f e que f não é derivável nesses pontos. Nos pontos сү e c4 , existem as derivadas f'(c,) e f'(c4). Nos cor- 
respondentes pontos (сү, f(c,)) e (cs, f(c4)) a reta tangente corta o gráfico de f. 


Y 


A Тэ, 


| 


Р 
° 
o 
xv 


Figura 5.24 
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5.8.5 Exemplos Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde as funções seguintes tem con- 
cavidade voltada para cima ou para baixo. 


© Ла) = (x-1). 
Temos: 


f'(x) = 3(x — 1)? 
e f'(x)—6(x- 1). 


Fazendo f^ (x) > 0, temos as seguintes desigualdades equivalentes: 


6(x-1)>0 
x-1>0 
х> 1. 


Portanto, no intervalo (1, +оо), f” (х) > 0. Analogamente, no intervalo (—%, 1), f” (x) < 0. Pela proposição 5.8.3 
fé côncava para baixo no intervalo ( —%, 1) e no intervalo (1, +00) f é cóncava рага сіта. 


No ponto с = 1 а concavidade muda de sentido. Logo, neste ponto, о gráfico de f tem um ponto de inflexão. 


Podemos ver o gráfico de f na Figura 5.25. 


Y: 
1 x 
Figura 5.25 
GG) fa = х = х2. 
Temos: 
f'(x) = 48 — 2x 


e f'(x) = i22 - 2. 


Fazendo f"(x) > 0, vem: 


263-220 
х? > 1/6. 
6 
Ent > Моз № 


Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos 


(3905-9 
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6 v6 1 
No intervalo ( == Ме, w f" (x) < 0. Portanto, neste intervalo fé côncava para baixo. 
-V6 +V6 š : 
Nos pontos c; = Cu а concavidade muda de sentido. Logo, nestes pontos o gráfico de f tem pon- 


tos de inflexão. 


A Figura 5.26 mostra o gráfico de f onde assinalamos os pontos de inflexão. 


Y 


Figura 5.26 


parax=1 


m A 
(iii) f(x) -| -(х-1), para x > 1. 


Para x < 1, f'(x) = 2x e f"(x) =2. Para x > 1, f(x) = —2(х—1) e f"(x) = —2. Logo, para 
x € (— =, 1), f"(x) > 0 e, portanto, f é cóncava para cima neste intervalo. No intervalo (1, +2), f"(x) < 0. 
Portanto, neste intervalo f é côncava para baixo. 

No ponto c = 1, a concavidade muda de sentido e assim o gráfico de f apresenta um ponto de inflexão em c = 1. 


O gráfico de f pode ser visto na Figura 5.27. Observamos que no ponto c = 1, ftem um máximo relativo. 


Y 


Figura 5.27 


5.9 Análise Geral do Comportamento de uma Função 


Utilizando os conceitos e resultados discutidos nas últimas seções, podemos formar um conjunto de informações 
que permite fazer a análise do comportamento das funções. O uso da representação algébrica em sintonia com a repre- 
sentação gráfica vai propiciar uma discussão interessante sobre várias propriedades e características das funções. Essa 
análise é importante no contexto da resolução de problemas práticos que será discutida na seção seguinte. 
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5.9.1 Construção de Gráficos 

O quadro a seguir apresenta um resumo que poderá ser seguido para analisar o comportamento de uma função a 
partir de sua representação algébrica. Neste caso sua análise pode culminar com um esboço gráfico destacando as pro- 
priedades e características da função. 


Etapas | Procedimento Definições e Teoremas Utilizados 
p Encontrar JX f ). 
Р Calcular os pontos de intersecção com os eixos. 
(Quando não requer muito cálculo.) 
3 | Encontrar os pontos críticos. Seção 5.4. 
4 Determi: 5 di 2 i " 
terminar os intervalos de crescimento Proposição 5.6.3. 


e decrescimento de f(x). 


Es Encontrar os máximos e mínimos relativos. Teoremas 5.7.1 ou 5.7.3. 
e | Determinar a concavidade e os pontos de inflexão de f. Proposição 5.8.3. 

| = 
T | Encontrar as assíntotas horizontais e verticais, se existirem. Definições 3.14.1 e 3.14.3. 


8° Esboçar о gráfico. 


5.9.2 Exemplos Esboçar o gráfico das funções: 

G) f(x) = 3x* – 8r + 6x +2. 

Seguindo as etapas propostas, temos: 
1% etapa. Ру) = R. 
2º etapa. Intersecção com o eixo dos y. 

HO = 2. 

3° etapa. f'(x) = 12x? + 24x2 + 12x. 

Resolvendo 12x? + 24x? + 12x = 0, encontramos x, = 0 e x; = 1, que são os pontos críticos. 


4º etapa. Fazendo f'(x) > 0, obtemos que 1257 — 24x? + 12x > 0 quando x > 0. Portanto, f é crescente para x = 0. 
Fazendo f'(x) < 0, obtemos que 12x? — 24x? + 12x < 0 quando х < 0. Portanto, f é decrescente para x = 0. 


59 etapa. Temos f"(x) = 36x? — 48x + 12. 
Como f" (0) = 12 > 0, temos que o ponto 0 é um ponto mínimo e f(0) = 2 é um mínimo relativo de f. 
Como f” (1) = 0. nada podemos afirmar. 


6% etapa. Fazendo f"(1) > 0, temos que 36x? — 48x + 12 > O quando x € [( — 2, 1/3) U (1, +=)]. 


Então, f é côncava para cima em (— 0, 1/3) U (1, +2). 
Fazendo f" (х) < 0, temos que 36x? — 48x + 12 < 0 para x € (1/3, 1). Então fé cóncava para baixo em (1/3, 1). 


Os pontos de abscissa 1/3 e 1 são pontos de inflexão. 


7* etapa. Não existem assíntotas. 
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8^ etapa. Temos na Figura 5.28 o esboço do gráfico. 


Figura 5.28 


2 
G) fm = 5 


O domínio de fé D(f) = IR — (3). 


Temos, 
(су = 46) 
Fe) - 27у 
е 
"DEB TE 
Puts 


Fazendo f'(x) — 0, temos: 
x(x—6) _ 
(023370 
e, então, х = Ое x = 6 são pontos críticos. 
Vemos que f'(x) > 0 quando x € [(—°, 0) U (6, 400) Assim, fé crescente em (— =, 0) U (6, +). Fazendo 
f'(x) < 0, vemos que f é decrescente em (0, 6]. 


Сото /7(0) < 0, temos que 0 é ponto de máximo relativo e, como f"(6) > 0, temos que 6 é ponto de mínimo 
relativo. 


Ainda f(0) = 0 é o máximo relativo de f e f(6) = 12 é o mínimo relativo de f. 
Fazendo 


sp _ 18x — 54 
FO) =>» 


obtemos que f é cóncava para cima em (3, +) e fazendo 


ara _18x — 54 
о) 7 Gy <0, 


obtemos que fé côncava para baixo em (— =, 3). 
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Determinando ов limites 


lim =—= += 
es x—3 O 


x 


Шая 


encontramos que x = 3 é assíntota vertical. Não existe assíntota horizontal. 


A Figura 5.29 mostra o esboço do gráfico de f(x) = X= 
x- 


VJ 


Y 


Exc —— 


Figura 5.29 


Gü) f(x) = (x+ 1). 


O domínio de f(x) é D(f) = R. 


f(x) сопа o eixo dos y no ponto y = 1, já que f(0) = 1. Corta o eixo dos хет - 1, já que resolvendo (x + Т) = 0, 
obtemos x = —1. 
Fazendo 


го) e+ - 0, 


concluímos que não existe x que satisfaça f'(x) = 0. Como f'(— 1) não existe, o único ponto crítico de f é x = —1. 
Como f'(x) é sempre positiva, concluímos que a função é sempre crescente. Não existem máximos nem mínimos. 
Como 


го) = ay. 


concluímos que, para x < — 1, f" (x) > Oe, portanto, fé côncava para cima em (—®, —1). Quando x > —1, f” (x) < 0 
e então fé cóncava para baixo em (— 1, +). 


O ponto de abscissa x = —1 é um ponto de inflexão. 
Não existem assíntotas. 
A Figura 5.30 mostra o gráfico de f(x). 


— 
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Figura 5.30 


5.9.3 Análise de Gráficos 

Para o desenvolvimento desta seção estamos supondo o uso de uma ferramenta gráfica para a construção inicial do 
gráfico da função. A partir do gráfico sugerimos as etapas apresentadas no quadro a seguir para a análise do comporta- 
mento da função, destacando suas propriedades e características. 


| Etapas Procedimento Observação Visual 
1 Construção do gráfico usando Verificar se a janela e a escala utilizadas estão 
| um software. adequadas para uma boa visualização. 
28 Encontrar D(f). Observar a variação no eixo dos x. 
38 Encontrar о conjunto imagem. Observar a variação no eixo dos y. 
Ён Analisar as raízes reais da função. Verificar pontos em que a curva corta o 
eixo dos x. 
5t Analisar os pontos críticos, identificamos Observar o formato do gráfico, identificando 
os extremos da função. pontos angulosos ou pontos em que a reta 
tangente seja paralela ao eixo dos x. 
6 Analisar os intervalos de crescimento Observar o gráfico, verificando 
ou decrescimento. 0 crescimento e o decrescimento no eixo 
dos y à medida que os valores de x 
| crescem. 
| 5 м š " = 5 
75 Discutir a concavidade da função e a Observar o formato do 
existência de pontos de inflexão. gráfico: “concavidade para baixo” ou 
“concavidade para cima”. 
8° Analisar a ехїзїёпсїа de assíntotas. Visualizar as tendências da curva. 


5.9.4 Exemplos 
Discutir as propriedades e características das funções: 


O Ло) = is alarde 10 


š 


Vamos seguir as etapas propostas: 


1% Etapa. Na Figura 5.31 temos o gráfico da função. 


2º Etapa. 


Para encontrar o domínio vamos observar o gráfico e constatar que estamos diante de uma função cujo 


domínio é formado por todos os números reais, conferindo com o fato de estarmos diante de uma função polinomial. 
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Figura 5.31 


3º Etapa. É possível observar que o conjunto imagem está no intervalo [f ( —2),+ %). Podemos fazer o cálculo da 
imagem de —2 e confirmar o resultado [— 32, +). 


4º Etapa. Ao observar os pontos em que a curva corta o eixo dos x, podemos afirmar que esta função tem duas raízes 
reais. De forma aproximada podemos estimar os valores х = — 03ex= —31 


5° Etapa. É possível verificar a existência de dois pontos de mínimos relativos e um ponto de máximo relativo. Temos: 
* ponto de mínimo em X = —2; 
Ы ponto de máximo em х = 3; 
* ponto de mínimo em x = 5. 


6º Etapa. O crescimento desta função está bem identificado a partir da visualização gráfica. Temos: 
. decrescimento em (— 0, —2); 
. crescimento em ( —2, 3); 
. decrescimento em (3, 5); 
. crescimento em (5, +). 


7 Etapa. Podemos observar que a função tem concavidade distinta em diferentes intervalos, apresentando dois pon- 
tos de inflexão. As abscissas desses pontos estão próximas do zero e do quatro, delimitando os intervalos da concavidade 
inicialmente para cima, posteriormente para baixo e finalmente para cima. 


& Etapa. Esta função não tem assíntotas. 


Gi) Д) = + cost 


Seguindo as etapas propostas, temos: 
1º Etapa. Na Figura 5.32 mostramos o gráfico da função. 
2% Etapa. О domínio da função é o conjunto dos números reais. 


3º Etapa. O conjunto imagem da função é o conjunto dos números reais. 


TN T T 
4º Etapa. A função tem uma única raiz real próxima de x = E 
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|5m/2 -2m -30/2 "т -т/2, 


Figura 5.32 


5º Etapa. А função nào admite pontos de máximos e de mínimos. 
6% Etapa. А função é sempre crescente. 


75 Etapa. A função tem de forma alternada intervalos de comprimento тг em que a sua concavidade é voltada para cima 
(2n + 1)т 
2 


e depois para baixo. Os pontos de inflexão estão localizados em pontos tais que x = , com n pertencente ao 


conjunto dos números inteiros. 


8”. Etapa. О gráfico não tem assíntotas. 


4+2? 
4-x 


Gü) f(x) = 


1^ Etapa. А Figura 5.33 mostra o gráfico da função dada. 


74Y 
6 
5 
4 
3 


2 


876-5 4324, 


in re zx 
123456078 9 


Figura 5.33 
2% Etapa. А função está definida no conjunto dos números reais, exceto nos pontos x = 2e x = —2. 


3“ Etapa. O conjunto imagem da função pode ser representado por (— 9, —1) U (1, +0). 
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4“ Etapa. Esta função não tem raízes reais. 
54 Etapa. А função apresenta em seu domínio um ponto de mínimo relativo em x = 0. 


6º Etapa. Temos os seguintes intervalos de crescimento e decrescimento: 
* decrescimento em (—%, —2) e (—2, 0); 


e crescimento em (0, 2) e (2, +=). 


7“ Etapa. А função é cóncava para cima no intervalo (—2, 2) e cóncava para baixo nos intervalos (—%, —2) e (2, +), 
Apesar de existir a mudança da concavidade, a função não tem pontos de inflexão, pois a mudança de concavidade ocorre 
em pontos que não pertencem ao domínio da função. 


8º Etapa. Observamos a existência das seguintes assíntotas: 
* verticalem x = —2e x = 2; 
* horizontal em y = — 1. 


Salientamos a partir dos exemplos discutidos que, para fazermos uma análise detalhada do comportamento de uma 
função, é importante contar com as representações algébrica e gráfica da função. 


5.10 Exercicios 


1, Em cada um dos seguintes casos, verificar se о Teorema do Valor Médio se aplica. Em caso afirmativo, achar 


um número c em (a, b), tal que 
f(b) - fa) 
b-a ` 


Interpretar geometricamente. 


f'(e) = 


(a) 
(с) f(x) = ха = O,b = 4. (d f(x) = xa = —2,b = 0. 
(е) f(x) = соѕх;а = 0,b = т/2. ( f(x) = tgx; a= т/4,Ь = 37/4. 
(g) f(xw) = tg x:a = 0.b = т/4. h) f(x) = МТ xša = -L,b- 0. 
© fQ)-Vxa--Lb-1. O Fx) =]xka=-1,b=1. 
2. A função f(x) = x? — 1 étal que f(— 1) = f (1) = 0. Por que ela não verifica o Teorema de Rolle no interva- 
lo [-1, 1]? 
3. Seja f(x) = —x' + 8x* + 9. Mostrar que f satisfaz as condições do Teorema de Rolle no intervalo [—3, 3] e 


determinar os valores de c Є (—3, 3) que satisfaçam f'(c) = 0. 
4. Usando o teorema do valor médio provar que: 


(a) [send — sena| € |0 — a|, Уб, œ € IR; 
(b) sen = 0, 0 — 0. 


5. Determinar os pontos críticos das seguintes funções, se existirem. 


(а) y=3x +4. (b) 
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@ y= + 2. (d у= (х- 2)(х +4). 
0 у= х? + 2х? + 5х + 3. 
(h) у = sen х. 

(Q) y-senx- cosx. 

@ y= (59% 


(п) у= |2х – 3]. 


x, xU 
хх 0 


(o) f(x) -| 


Determinar, algebricamente, os intervalos nos quais as funções seguintes são crescentes ou decrescentes. 
Fazer um esboço do gráfico, comparando os resultados. 


(a) f(x) = 2x— 1. (b f(x) = 3 — 5х. 
() f(x) 233 + 6x + 7. (d f(x) = <° + 22 — 4х + 2. 
(е) f(x) = (х 1)(x — 2)(z + 3). (f) fQ) = + sen x, 
() f(x) = 2x 0) f(x) = e". 

2 
@ f(x) = хе. @ f= 


i 


(0 fla) =x+ E (D) f(x)-esenx x € [0,27]. 


» Determinar os máximos e mínimos das seguintes funções, nos intervalos indicados. 


(a) f()21-3x[-2,2) (b) f(x) = х2 - 4[-1,3] 
(c) f(x) = 4 – Зх + 3x? [0, 3]. (4) f(x) = х? – х, [0, 5]. 
© 70) = nera 2]. Ф f(x) = |x - 2 [1,4]. 
(8) f(x) = cosh x, [—2, 2]. (h) f(x) = tghx,[-2,2]. 
(i) f(x) = cos Зх, [0,27]. G) f(x) = cos?x, [0, 271]. 


(k) f(x) = sem? x — 1, [0, 7/2]. 
. Encontrar os intervalos de crescimento, decrescimento, os máximos e os mínimos relativos das seguintes funções. 


(a) Ј(х) = 2х + 5. (b) f(x) = Зх? + 6х +1. 


(с) g(x) = 4х3 — 8х2, (d) (х) = ie * ie — 6x + 5. 


fe 1 
= фл) = +7 


€) 10) = 


13. 


14. 
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1 
(8) g(x) = хе". 0) Аб) = 57 
2+4 х= —2 

(0 РО) =  - 6х. Ф 80)-|8-3:5-2 
3-4,1>0 1+x, x< -1 

(k) melarat D лө-(115 = ji 
w= (x =3)% xs-2 

(m) g(x) = |5(x - 1). -2«xz-l 


-V9-(x-2), х»-1 


E ^9 Encontrar os pontos de máximo e mínimo relativos das seguintes funções, se existirem. Fazer um esboço do 
gráfico e comparar os resultados. 
(а) f(x) = 1 6x +3. (b) g(x) = 4х — х2. 
1 3 2 1 4 5 3 3 
(c) h(x) = sx +5 = 149. (а) h(x) = qx -3* + 4x° — 4х + 8. 
w snos 5 O Fa) = 68^ — 2x 
" Т (30, 120. Š : 
() fa =5 + (x-2)^. (h) f(x) =3 + (2х + 3)'5. 
: _ A 7 a x+1 _ 
G) g(x)= xtd (0) h(x) E E mE 
(Q) f(x) = (x+ Dx – 1). D f(x) = 16 – x. 
log, x " x x T 
. Mostrar que y — E tem seu valor máximo em x = e (número neperiano) para todos os números q > 1. 
. Determinar os coeficientes a e b de forma que a função f(x) = x° + ax? + b tenha um extremo relativo no ponto 


(72, 1). 


. Encontrar a, b, c e d tal que a função f(x) = 2ax? + bx? — cx + d tenha pontos críticos em x = 0 e x = 1. Se 


a > 0, qual deles é ponto de máximo, qual é ponto de mínimo? 


Demonstrar que a função y = ax? + bx + c, x € R, tem máximo se, e somente se, a < 0; e mínimo se, e 
somente se, a > 0. 


Determinar os pontos de inflexão e reconhecer os intervalos onde as funções seguintes tem concavidade voltada 
para cima ou para baixo. 
(à (х) == +58— 6x. (b) f(x) =3x* — 101? — 12x? + 10x + 9. 
E: мэ?" 
@ у= (d f(x) =2xe" >. 


(е) Hx) =e: A f(x) = vi Ve, 


(8) Ў) = LI (h) f(t) =e 'cost, t € [0,27]. 
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a 1 
x21 


x= 4, x= 2 
4—x* x22 


O fO) a ws) -Í 


15. Seguindo as etapas apresentadas em 5.9.1, fazer um esboço do gráfico das seguintes funções: 


в 5 
(а) у= х? + 4х +2 (b) —2х+% 
(с) у= 16 242-232 (d у= x+“ 

т 4 3 
à pet. @ pe 
"926-3 УГ Уух 
(н) у= х? (h) у= In (2х +3) 
16. Usando uma ferramenta gráfica, construir о gráfico das funções seguintes, analisando suas propriedades e 
características como apresentado em 5.9.3. 
o 
(a) у= (х - 3)(х +2) 6) у= x – 5х – 12 +3 
o __. 225 
(с) у= х* – 32x + 48 (d) = ч ж 
(е) ( y=coshx 
( ye? (h) f(x) = x2sen x 
O f(x) = хУ4 — x° Do f(x) = хах 


© о) = тог +) D f = т 
= 


5.11 Problemas de Maximização e Minimização 


A seguir apresentamos alguns problemas práticos em diversas áreas, onde aplicamos o que foi visto nas Seções 5.4 
e 5.7 sobre máximos e mínimos. 


O primeiro passo para solucionar estes problemas é escrever precisamente qual a função que deverá ser analisada, 
Esta função poderá ser escrita em função de uma ou mais variáveis. Quando a função é de mais de uma variável, deve- 
mos procurar expressar uma das variáveis em função da outra. 

Com a função bem definida, devemos identificar um intervalo apropriado e então proceder a rotina matemática apli- 
cando definições e teoremas. 


5.11.1 Exemplos 


(1) Na Biologia, encontramos a fórmula $ = V - A, onde ó é o fluxo de ar na traquéia, V é a velocidade do ar e 
A a área do círculo formado ao seccionarmos a traquéia (ver Figura 5.34). 


— < 


— < 


Figura 5.34 


Capiruto 5 Aplicações da derivada ^ 219 — 


Quando tossimos, o raio diminui, afetando a velocidade do ar na traquéia. Sendo гу o raio normal da traquéia, a rela- 
ção entre a velocidade V e o raio r da traquéia durante a tosse é dada por V(r) = a * r^(r, — r), onde a é uma constante 
positiva. 

(a) Calcular o raio r em que é maior a velocidade do ar. 


(b) Calcular o valor de r com o qual teremos o maior fluxo possível. 


Solução: 
(a) O raio r da traquéia contraída não pode ser maior que o raio normal ry, nem menor que zero, ou seja, 
0zrzn. 


Neste item vamos encontrar o máximo absoluto da função V(r) em 0 = r = rọ. 
Temos: 


V(r) = aP(n - ғ): 

V'(r) = 2a m r – 3ar?. 

Fazendo V'(r) = 2a n, r — 3a r°, obtemos os pontos críticos r, = in er; = 0. 

Temos V” (r) = 2a r, — бат. Como V'(0) = 2a ro > 0, concluímos que r, = O é um mínimo relativo. Como 
V" (2/3 ro) é um valor negativo, concluímos que r, = 2/3r, é um valor máximo relativo. 


Para r € (0, ro], temos que o máximo absoluto é V (2/3) = 4a/27rj. 


Diante deste resultado, afirmamos que a velocidade do ar na traquéia é maior quando o raio r dela é dois terços do 
raio ro da traquéia não contraída. 


(b) Podemos escrever a função ф = V - A em função do raio r da traquéia: 

ф(т) =ar (n — r) vr. 

Queremos encontrar o máximo absoluto da função (ғ) em 0 = r = ro. 

Temos &'(r) = Sam mr — Sa mr’. 

Fazendo ф'(г) = 4a ry? — Sa mr! = 0, obtemos r, = 0 e r; = 4/5 r como pontos críticos de ф(7)- 

Temos &"(r) = I2amryr? — Warr’. 

Logo, ó” (0) = 0e $” (4/5r) = —64/25a m rà. Concluímos que em 4/5ro temos um ponto de máximo relativo. 
O ponto r, = O é um ponto de mínimo relativo, pois a função ф(7) decresce em ( — ©, 0] e cresce em [0,4/5 ro], 
O máximo absoluto em (0, ro] será ф(4/5 лу), que é igual a 256/3.125a т rà 

Portanto, o maior fluxo possível é obtido quando r = 4/5 лу 


(2) Uma rede de água potável ligará uma central de abastecimento situada na margem de um rio de 500 metros 
de largura a um conjunto habitacional situado na outra margem do rio, 2.000 metros abaixo da central. O custo 
da obra através do rio é de R$ 640,00 por metro, enquanto, em terra, custa R$ 312,00. Qual é a forma mais 
econômica de se instalar a rede de água potável? 


Solução: А Figura 5.35 esquematiza a função que dará o custo da obra: 


f(x) = (2.000 — x) + 312.00 + Vx? + 500° - 640,00. 
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E Siva 


+ (2000 - x) x 


CONJUNTO 
HABITACIONAL 


CENTRAL DE 
ABASTECIMENTO 


Figura 5.35 


Nosso objetivo será calcular o mínimo absoluto dessa função para O = x = 2.000. 
Temos: 


640,00x 
Vi? + 5002 
Resolvendo a equação 
640,00x 


V x° + 500º 


obtemos que x = 279,17 m é um ponto crítico. 


f'(x) = —312,00 + 


—312,00 + 


Temos: 
mia 500 - 640,00 
Fx) = (22 + 50037 


Como f"(279,17) > 0, temos que x = 279,17 é um ponto de mínimo relativo. Resta-nos saber se este mínimo é 
absoluto no intervalo 0 = x = 2.000. 


Como o único ponto crítico de f no intervalo aberto (0, 2.000) é x = 279,17, este ponto é mínimo absoluto neste inter- 
valo. Como f(0) > f (279,17) е f (2.000) > f(279,17), concluímos que a obra poderá ser realizada com o menor 
custo possível se a canalização de água alcançar o outro lado do rio 279,17 m abaixo da central de abastecimento. 


(3) Um galpão deve ser construído tendo uma área retangular de 12.100 m°. A prefeitura exige que exista um 


espaço livre de 25 m na frente, 20 m atrás e 12 m em cada lado. Encontre as dimensões do lote que tenha a 
área mínima na qual possa ser construído este galpão. 


Solução: A Figura 5.36 ajuda a definir a função que vamos minimizar. 


Figura 5.36 


Sabemos que А = 12.100 m? = x · y. (1) 
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A função que definirá a área do lote é 
$ = (x + 12 + 12)(y + 25 + 20) 
= (x + 24)(y + 45). (2) 


12.100 Aus 
De (1), obtemos que y — TuS Substituindo em (2), vem 


S(x) = (x + a) (E30 * 45). 


* 


Esta é a função que queremos minimizar, 


Temos: 
y 45x? — 290.400 
S'(x) =——— — 
x 
45x? — 290.400 44V 
Resolvendo a equação = шин = 0, obtemos que x = 22 é um ponto crítico. (х é uma medida e, рог- 


tanto, consideramos só o valor positivo.) 


580. 
Temos que S"(x) = те» e, portanto, (E), Logo x = = 30 é um ponto de mínimo. Fazendo 
44V30 
a = 80,33 m, obtemos que 
_ 12100 — 12.100 


— = = 150,62 m, 
d x 44У 30/3 
e, então, a área mínima é obtida quando as dimensões do lote forem aproximadamente (80,33 + 24) m * (150,62 + 45) т. 


(4) Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construída de forma que o seu volume seja 2.500 т?. O 
material da base vai custar R$ 1.200,00 por m? e o material dos lados R$ 980,00 por m°. Encontre as dimen- 
sões da caixa de modo que o custo do material seja mínimo. 


Solução: 
Observando a Figura 5.37, escrevemos a função que dá o custo do material: 


C = x! 1.200,00 + 4xy - 980,00. а) 


—х—+ 


—— 


Figura 5.37 
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Como V = х?у = 2.500 em”, temos que a dimensão y pode ser escrita como y = 2.500/x?. 


Substituindo esse resultado em (1), obtemos 
C(x) = 1.200,00 - х? + 9.800.000.00/x, 
que é a função que queremos minimizar. 


Temos: 


2.400,00: — 9.800.000,00 


x 


C'(x) = 


- 2.400,00x* — 9.800.000,00 
Resolvendo a equação — — — ——3,;- — —— = 0, encontramos 


E! 
шань 98 


De fato, para x = 15,983 vamos ter um ponto de mínimo, já que C” (15,983) > 0. 


15.983 m, que é o ponto crítico que nos interessa. 


Portanto, as dimensões da caixa de modo a obter o menor custo possível são x = 15.983 m e y = 9,785 m. 
(5) Supor que o custo total C(q) de produção q toneladas de um produto, em milhares de reais, é dado por 
C(q) = 0034? — 1,89? + 39q 


Supondo que a empresa possa vender tudo o que produz, determinar o lucro máximo que pode ser obtido, se cada 
tonelada do produto é vendida a um preço de 21 milhares de reais. 


Solução: 


A função receita total é dada pelo produto da quantidade q de toneladas vendidas pelo preço unitário de cada tonela- 
da, ou seja, 


R(q) = 214. 
O lucro obtido pela empresa é dado por 
104) = 21q —R(g) 2 C(q). 
Temos: 
14) = 214 — 0,034? + 1,89? — 394 
=-0,039* + 1,842 — 184 
Esta é a função que queremos maximizar. Derivando L(g), vem 
L'(q) = —0,099º + 3,64 — 18. 
Igualando a zero L'(q), obtemos q, = 34,14 e q; = 5,86, que são os pontos críticos. 
Calculando a derivada segunda de L, vem 


L"(q) = — 0,189 + 36 


e, portanto, 


L"(34,14) <0 e L"(5,86) > 0 
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Logo, q, = 34,14 é o ponto de máximo. 
O lucro máximo que pode ser obtido é L(34,14) = 289,705 milhares de reais. 


A Figura 5.38 ilustra esse exemplo. 


100 


q (toneladas) 
> 


20 40 


Figura 5.38 


(6) A receita total e o custo total com a produção e a comercialização de um produto são dados pelas curvas R e 
C da Figura 5.39. Determinar o nível de produção que maximiza o lucro. 


11) 


8000 
7000. 


(ag) 
R(a) 


ya 


do шш бо 200 250 300 350 400 450 


Figura 5.39 


Solução: O lucro L é dado pela diferença entre a receita e o custo, ou seja, 
L=R-C 
Observando os gráficos de R e C, podemos verificar que o nível de produção que maximiza o lucro é aproximada- 
mente q = 250. 
O lucro máximo é: 
L(250) = R(250) — C(250) 
= 5.000 — 3.000 
= 2.000 
É interessante observar que a análise gráfica nos permite estimar qual o intervalo em que pode variar o nível de pro- 
dução para que a empresa tenha lucro. Se a produção deve ocorrer em lotes de 50 unidades, esse intervalo é de q = 100 


até q = 350 unidades. 
Também é interessante observar que no nível de produgáo correspondente ao lucro máximo as curvas Re C tem 
tangentes paralelas. Isso equivale a dizer que R' = C”, isto é, a receita marginal é igual ao custo marginal. Como L' = 
R' — C', temos L' = 0 nesse ponto, ou seja, q = 250 é o ponto crítico de L. 
Assim, esse exemplo ilustra como as análises gráfica e analítica conduzem ao mesmo resultado. Em geral, a uti- 


lização de uma ou outra depende das informações disponíveis. 
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5.12 Exercícios 


1. Um fio de comprimento / é cortado em dois pedaços. Com um deles se fará um círculo e com o outro, um quadrado. 
(a) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das duas áreas compreendidas pelas figuras seja mínima? 


(b) Como devemos cortar o fio a fim de que a soma das áreas compreendidas seja máxima? 


2. Determinar o ponto P situado sobre o gráfico da hipérbole xy = 1, que está mais próximo da origem. 


3. Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 kg. Até agora ele gastou R$ 380.000,00 para criar os bois e con- 
tinuará gastando R$ 2,00 por dia para manter um boi. Os bois aumentam de peso a uma razão de 1,5 kg por dia. 
Seu preço de venda, hoje, é de R$ 18,00 o quilo, mas o preço cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazen- 
deiro aguardar para maximizar seu lucro? 


4. Achar dois números positivos cuja soma seja 70 e cujo produto seja o maior possível. 


5. Usando uma folha quadrada de cartolina, de lado a, deseja-se construir uma caixa sem tampa, cortando em seus 
cantos quadrados iguais e dobrando convenientemente a parte restante, Determinar o lado dos quadrados que devem 
ser cortados de modo que o volume da caixa seja o maior possível. 


6. Determinar as dimensões de uma lata cilíndrica, com tampa, com volume V, de forma que a sua área total seja mínima. 


7. Duas indústrias A e B necessitam de água potável. A figura a seguir esquematiza a posição das indústrias, bem como 
a posição de um encanamento retilíneo /, já existente. Em que ponto do encanamento deve ser instalado um reser- 
vatório de modo que a metragem de cano a ser utilizada seja mínima? 


27 |b=2km 


"t 
Reservatório 
C=12km 


O custo e a receita total com a produção e comercialização de um produto são dados por: 
C(q) = 600 + 2,24 


R(q) = 10g — 0,0064" 
sendo 0 = q = 900. 


(a) Encontrar a quantidade q que maximiza o lucro com a venda desse produto. 
(b) Qual о nível de produção que minimiza o lucro? 
(c) Qual o nível de produção correspondente ao prejuízo máximo? 
9. O gráfico da função C(g) = Kq'* + F. q € (до 41]. sendo K, a e F constantes positivas, é denominado curva de 


custos a curto prazo de Cobb-Douglas. Essa curva é bastante utilizada para representar os custos de uma empresa 
com a produção de um produto. 


(a) Daro significado da constante F. 


(b) Verificar que, quando a > 1, a curva é côncava para baixo e interpretar esse resultado do ponto de vista da 
Economia. 


10. 
11. 


16. 


17. 


18. 


20. 


21. 
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(c) Supor K =2,a = Зе F = 8 е determinar, se existir, o valor de q que fornece o custo médio mínimo. 


(d) Usando os mesmos valores do item (c), determinar o nível de produgáo que minimiza o custo marginal, no 
intervalo 125 = q < 125.000. 


Qual é o retángulo de perímetro máximo inscrito no círculo de raio 12 cm? 


Traçar uma tangente à elipse 2x? + y? = 2 de modo que a área do triângulo que ela forma com os eixos coorde- 
nados positivos seja mínima. Obter as coordenadas do ponto de tangência e a área mínima. 


- Mostrar que o volume do maior cilindro reto que pode ser inscrito num cone reto é 4/9 do volume do cone. 


- Um cone reto é cortado por um plano paralelo à sua base. A que distância da base deve ser feito esse corte, para que 


о cone reto de base na secção determinada, e de vértice no centro da base do cone dado tenha volume máximo? 


- Determinar o ponto A da curva y = x^ + x que se encontra mais próximo de (7, 0). Mostrar que a reta que passa 


por (7, 0) e por A é normal à curva dada em A. 


. Uma folha de papel contém 375 cm? de matéria impressa, com margem superior de 3,5 cm, margem inferior de 


2 cm, margem lateral direita de 2 cm e margem lateral esquerda de 2,5 cm. Determinar quais devem ser as dimen- 
sões da folha para que haja o máximo de economia de papel. 


Uma janela tem a forma de um retângulo encimado por um semicírculo. Achar as dimensões de modo que o 

perímetro seja 3,2 m e a área a maior possível. 

Um canhão, situado no solo, é posto sob um ângulo de inclinação a. Seja / o alcance do canhão, dado por 
2 


2v " 
l= “87 sen a cos a, onde v e g são constantes. Para que ângulo o alcance é máximo? 


Uma agëncia de turismo está organizando um serviço de barcas, de uma ilha situada a 40 km de uma costa quase 
reta, para uma cidade que dista 100 km, como mostra a figura a seguir. Se a barca tem uma velocidade de 18 km 
por hora e os carros têm uma velocidade média de 50 km/h, onde deverá estar situada a estação das barcas a fim de 
tomar a viagem a mais rápida possível? 


Estação CIDADE 


<— 
100 km 


. Uma cerca de 1 m de altura está situada a uma distância de | m da parede lateral de um galpão. Qual o compri- 


mento da menor escada cujas extremidades se apóiam na parede e no chão do lado de fora da cerca? 


Seja s uma reta que passa pelo ponto (4, 3) formando um triângulo com os eixos coordenados positivos. Qual a 
equação de s para que a área desse triângulo seja mínima? 


Uma pista de atletismo com comprimento total de 400 m consiste de 2 semicírculos e dois segmentos retos, con- 
forme figura a seguir. Determinar as dimensões da pista, de tal forma que a área retangular, demarcada na figura, 
seja máxima. 
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Um cilindro circular reto está inscrito num cone circular reto de altura H = 6 m e raio da base R = 3,5 m. 
Determinar a altura e o raio da base do cilindro de volume máximo. 


Uma fábrica produz x milhares de unidades mensais de um determinado artigo. Se o custo de produção é dado por 
C = 2x° + 6x? + 18x + 60 e o valor obtido na venda é dado por R = 60x — 12x2, determinar o número ótimo 
de unidades mensais que maximiza o lucro L = R — C. 


Um cilindro reto é inscrito numa esfera de raio R. Determinar esse cilindro, de forma que seu volume seja máximo. 


Um fazendeiro deve cercar dois pastos retangulares, de dimensões a e b, com um lado comum a. Se cada pasto deve 
medir 400 m? de área, determinar as dimensões a e b, de forma que o comprimento da cerca seja mínimo. 


Um fabricante, ao comprar caixas de embalagens retangulares exige que o comprimento de cada caixa seja 2 m e o 
volume 3 m°. Para gastar a menor quantidade de material possível na fabricação de caixas, quais devem ser suas 
dimensões. 


Um retângulo é inscrito num triângulo retângulo de catetos que mede 9 cm e 12 cm. Encontrar as dimensões do 
retângulo com maior área, supondo que sua posição é dada na figura a seguir. 


5.13 Regras de L'Hófpital 


Nesta seção apresentaremos um método geral para levantar indeterminações do tipo 0/0 ou с/о, Esse método é 


dado pelas regras de L' Hospital, cuja demonstração necessita da seguinte proposição. 


5.13.1 Proposição (Fórmula de Cauchy) Se fe g são duas funções contínuas em [a, b], deriváveis em (а, b) 


eseg'(x) # O para todo x E (a, b), então existe um número z € (a, b) tal que: 


f0)-f() f) 
&(b) -s() gG) 


Prova: Provemos primeiro que g(b) — g(a) * 0. Como g é contínua em [a, b] e derivável em (a, b), pelo teorema do 
valor médio, existe c e (a, b) tal que: 


= gb) — g(a), a) 


ro = E 
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Como, por hipótese, g'(x) + 0 para todo x € (a,b), temos g'(c) * O e, assim, pela igualdade (1), 
g(b) — g(a) * 0. 
Consideremos a função 


h(x) = f(x) = f(a) — [Eta] [e(x) = #64) 


A função h satisfaz as hipóteses do teorema de Rolle em [а, b]. pois: 


(ü) Comofe g são contínuas em [a, b]. h é contínua em la, b]; 
(ü) Comofe g são deriváveis em (a, b), h é derivável em (a, b); 
(iii) h(a) = h(b) = 


Portanto, existe z € (a, b) tal que A'(z) = 0. 


ana pops = O) | А 
Como h'(x) = f'(x) Ёс = pre] g'(x), temos: 
m 1-10). HA = 
f'(z) |5964 g(z)=0. (2) 


Mas g'(z) + 0. Logo, podemos escrever (2) na forma: 


f(b) — f(a) | FG) 
8(5) = в(а) ga) 


5.13.2 Proposição (Regras de L'Hospital) Sejam fe g funções deriváveis num intervalo aberto /, exceto, pos- 
sivelmente, em um ponto a € /. Suponhamos que g'(x) * O para todo x # a em I. 


G) Se lim f(x) = lim g(x) = 0 e lim a LO 2) = então lim De tim m ; 
Gi) Se lim f(x) = lim g(x) =% e lim e = L. então lim LO = iim tO. 
Prova do item (i): Suponhamos que lim fe tome a forma indeterminada 0/0 e que lim Ре = L. Queremos 
ca g(x) xa g'(x) 
provar que lim T = L. 


Consideremos as duas funções F e G tais que: 


f(x), sex га 


F(x) -| 


g(x), sex Жа 


G(x) = E 


sex=a sex = а. 
Então, 

lim F(x) = lim f(x) = 0 = F(a) 

xa ха 

lim G(x) = lim g(x) = 0 = G(a). 


Assim, as funções F e G são contínuas no ponto a e, portanto, em todo intervalo /. 
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Seja x € I, x # a. Como para todo x + a em I, f e g são deriváveis e g'(x) + 0, as funções F e G satisfazem as 
hipóteses da fórmula de Cauchy no intervalo [x, a] ou [a, x]. Segue que existe um número z entre a e x tal que 

F(x) = F(a) _ FG) 

G(x)-G(a) G'(z) 


Сото F(x) = f(x), С(х) = glx), Fla) = G(a) = 0, F'(z) = f'(z) e G'(z) = g'(2), vem: 


fo) | f'() 

8(x) g'(z) 

Como z está entre a e x, quando x — a temos que z — a. Logo, 
usd... I V TU 

PO fug) teg) C 


Observamos que se 


lim f(x) = lim g(x) = 0 ou lim f(x) = lim g(x) = %, 


e li e = co, a regra de L' Hospital continua válida, isto é, 
im £D — ji 70) 


хэв g(x) aca g'(x) | 
Ela também é válida para os limites laterais e para os limites no infinito. 


A seguir apresentaremos vários exemplos, ilustrando como muitos limites que tomam formas indeterminadas 
podem ser resolvidos com o auxílio da regra de L'Hospital. 


5.13.3 Exemplos 


š Р 2. 
() Determinar lim —— х, 
x0 € 1 


Quando x — 0, o quociente 7 toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando а regra L° Hospital, vem: 


2x > 2 2 
Met mast? 
" vom. MEE 
(i) Determinar lim Z= уй 


O limite toma a forma indeterminada 0/0. Aplicando a regra de L' Hospital, temos: 


5 хїжх-6 |. 2541 2:2+1 
lim = = = 5. 


Ж Z 3r+2 Шр 25-3 2:2-3 


sen x — 
ii) Determinar lim — — — —— 
9m хэй e -e*—2 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L' Hospital uma vez, temos: 


senx -x u Cosx—-1 
= lim > 


x0 € E ее 
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Como o último limite ainda toma a forma indeterminada 0/0, podemos aplicar novamente a regra de L' Hospital. 
Temos: 


cosx— 1 ,  —senx 


x m Im = = 
a e —e xo e" te 


sen x — 
Er 


Logo, lim 
E 


(iv) Determi lim шыш 
iv terminar — = <= 
atm x+ dr 
Neste caso, temos uma indeterminação do tipo «c/c. Aplicando a regra de L'Hospital sucessivas vezes, temos 
Ba EL _ g 
= im === 
зээг 


хээ бх 
ü e 
= lim — 


хээл 6 


= +e. 


(v) Determinar lim (3x + 9). 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 02%. Vamos transformá-la numa indeterminação do tipo ос/2 com o 
auxílio de logaritmos e em seguida aplicar a regra de L'Hospital. 


Seja L = lim (3x + 9)™*. Então, In L = "| lim (3x + | 
Pra ук» 
Aplicando a Proposição 3.5.2(g) e as propriedades de logaritmo, vem: 


In L = lim In (3x + 9)!⁄* 


irá Tin (3х +9) 


= lim 


In (3x +9) 
x 


Temos agora uma indeterminação do tipo %/%. Aplicando a regra de L'Hospital, obtemos 


. 3Gx+9) _з3 
In L= OCO tim == 
uen =p узе Зх + 9 


Como In L = 0, temos L = 1 e, dessa forma, 


lim (3x +9) = 1. 
дане 


(iv) Determinar lim x - sen 1/x. 


+= 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo % + 0. Reescrevendo o limite dado na forma 


Р sen 1/x 
lim х, 1х = u 
FE. m /х im. 1/x 


temos uma indeterminação do tipo 0/0. 
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Aplicando a regra de L' Hospital, vem: 


1 
lim xsenl/x= li Sende 


acm acm 1/x 


-1 1 
А = cos— 
= lim TR 


aem 


lim cosl/x 


aem 
= cos 0 
= 1. 
т ora 1 1 
(vii) Determinar lim | == ——  —— |. 
хэрх Хо cosx—1 
Neste caso, temos uma indeterminação do tipo = — оо, Reescrevendo o limite dado, temos: 


tim f a 1 ) im @йу—1—45—х 
MEX өнх-1/ GN (tr а) (ов D) 


Temos, então, uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L' Hospital, vem: 


li ( i _ 1 ) 1 déxr-1-x'-x 
ax cox-1) Ш (х1 + x)(cosx — 1) 


ii -—senx — 2x — 1 
x0 (x^ + x) * (—sen x) + (cosx — 1)(2x + 1) 


(viii) Determinar lim (2x? + х)“. 
x—0* 


Neste caso, temos uma indeterminação do tipo 0º. Com o auxílio de logaritmos, vamos transformá-la numa inde- 
terminação da forma 00/00, 


Seja L = Jim (2° + x)”. Então, 
nL= Г + »] 
= lim [n (2° + а) 
= lim x- ln (2х2 + х) 


= tim IQ €x) 
E le 6 
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Temos agora uma indeterminação do tipo %/%. Aplicando a regra de L'Hospital, vem: 


4x +1 
22 + x 


In L = lim 


x0* 


x 


Ar + у? 
= ба| ==): 
E 22 + 3 
Aplicando novamente a regra de L'Hospital, obtemos: 


_ 1222 +2x 


InL- 21 pa) 
ar 4x+1 


Como In L = 0, temos L = 1. Logo, 


lim (22 + x)* = 1. 
E 


x 
(ix) Calcular lim ( * 2) * 
acm 2х, 


Neste caso. temos uma indeterminação do tipo 1”, Usando logaritmos, vamos transformá-la numa indeterminação 


da forma 0/0, 


l 
iB 
£ 
EJ 
ЖЭ» 
Е 
plo 
Ь 
E 


П 
E 
х 
= 
з 
+ 
RI 
E. 
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1 
= 1⁄2. 


Portanto, In L = 1 ouium Do AB Logo, 


imi dy - em 
x— += 2x. М 


5.14 Exercícios 


Determinar os seguintes limites com auxílio das regras de L' Hospital. 


4x +4 Ç 2-1 


1. 2. Wi: 
x-2 1124 4x +3 
" i + бх a ж kiel 
реток ERES] 
5. tim Š — 2x + 352 — а? 6х Xa #*+1 
Cs 20—30 — x+3 29-1224 + 2х + 3х2 + 2x1 
m = 6х+7 51—523 
7. lim 5 h же E 
A етт 
7х —6 3 = x + z? 
. dim 52 10. lim 22 
трт 8,304 20 
x oo 
1. lim S 12. lim — 
x+ X° mn e” 
13. lim —— — 14. lim x (e^ — 1) 
x06 — cosx 5 тээж 
А cosx 2 
15. lim —— i 
acm (x — m/2)? LI 
Я 1 1 " x 
па (3 =з) La Jim (2) 
19. 23 = ) 
«ml cotgx —2cosx 
h 
21. lim SEDE 
x>0 Sen x 
2y — 
23. sec 2tgx 


soma 1+ соѕ4х 


25. lim(1 — созл)соцх 26. шуа x In (x — 1)] 
E тэ 


27 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


lim х®®^ 
хо" 

й ax 
lim (1 = x) 3 


28 


‚ыу +2у® 
lim (2x — 1)?* 
acm 


lim In (sen ax) 
x0 In (sen x) 


хи 
lim х л 


хэй 


ml — a 
ams 


1 
за 395. 


lim (1 — tg x) sec 2x 
m/s 


lim (e* + x)"*. 
х-0 


28. 


30. 


42. 


34. 


36. 


38. 


42. 
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lim xv + nx 
a 


lim x! 


x1 


lim хѕеп т/х 


E xinx 
lim 
сэ x + In x 


————————— 


5.15 Fórmula de Taylor 


5.15.1 


5.15.2 
Temos, f(x) = f'(x) =. 


A Fórmula de Taylor consiste num método de aproximação de uma função por um polinômio, com um erro pos- 
sível de ser estimado. 


Definição Seja f: 1 — IR uma função que admite derivadas até ordem n num ponto c do intervalo 1. O 


polinômio de Taylor de ordem n de f no ponto c, que denotamos por P,(x). é dado por: 


Рх) = fO «reos 


Observamos que no ponto x = c, Р,(с) = f(c). 


FO) = f'(0) =. = rp = е 


Portanto, 


= р(х) = e e assim 


(n) 
фе A as +O ey 


Exemplo Determinar o polinômio de Taylor de ordem 4 da função f(x) = е no ponto c = 0. 


Ра) = 1 16-0) e rx - 0 + 3 0) + + Gc - 0) 


altar +20 62 
Бит 


2 


x 


Л”: 


3 4" 


é o polinômio de Taylor de grau 4 da função f(x) = e" no ponto c = 0. 
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Dado o polinômio de Taylor de grau n de uma função f(x), denotamos por R,(x) a diferença entre f(x) e Р,(х), isto 
é, К„(х) = f(x) — Р(х) (ver Figura 5.40). 


Bip 


РӨ EER 


x 
Figura 5.40 
Temos, então, f(x) = P,(x) + R,(x), ou mais explicitamente, 
" 0) 
ro =) troa- e + PE a- су ec EO (у — суб Ra). wm 


Para os valores de x nos quais R,(x) é “pequeno”, o polinômio P,(x) dá uma boa aproximação de f(x). Por isso, R,(x) 
chama-se resto. O problema, agora, consiste em determinar uma fórmula para R,(x) de tal modo que ele possa ser 
avaliado. Temos a seguinte proposição. 


5.15.3 Proposição (Fórmula de Taylor) Seja f:[a,b]=>IR uma função definida num intervalo [a, b]. 
Suponhamos que as derivadas f", f", ... , f( existam e sejam contínuas em [a, b] e que f'(" * !) exista em (a, b). 
Seja c um ponto qualquer fixado em [a, b]. Então, para cada x € [a, b], x + c, existe um ponto z entre c e x 
tal que: 


(+ 
O c eg, Q) 


n) 
f) =) * ft) - +..+ PP q 


Quando c = 0, a Fórmula de Taylor fica 


£^) pap LO us 
n 


f(x) = f(0)  f'(0)x * + (n3 1)! 


e recebe o nome de Fórmula de Mac-Laurin. 


Prova: Faremos a demonstração supondo x > c. Para x < c, o procedimento é análogo. 
Sejam P,(t) o polinômio de Taylor de grau n de f no ponto c e R,(1) o resto correspondente. Então, 
FW = P,(t) + R,(t). para qualquer t € [a, b]. 
Portanto, no ponto x, temos: 
" (л), 
P T ш (= ej + + 


f(x) = f(e) + (e) lx с) += 2 x — c)" + К„(х)- 


Para provar (2), devemos mostrar que 


pv 2 


(n + 1)! * = c)"*!, onde z é um número entre c e x. 


R,(x) = 
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Para isso, vamos considerar a seguinte função auxiliar: 


81с, х] э R 
вш) 2 169 - (0 - P) 0 - E amy 
(пу t -t n+l 
5 -PO = 1)" — Ry(x) ic 


Pelas propriedades das funções contínuas, segue que g é contínua em [c, x]. Pelas propriedades das funções 
deriváveis, segue que g é derivável em (c, x). Além disso, podemos verificar que g(c) = g(x) = 0. 

Logo, g satisfaz as hipóteses do Teorema de Rolle em [c, x] e, portanto, existe um ponto z, entre c e x, tal que 
g'(z) = 0. 


Derivando a função g com o auxílio das regras de derivação e simplificando, obtemos: 


feto) 


R.) = T 1)! 


(х= с)" +) 


е, consegiientemente, a fórmula (2) fica provada. 
Observando as fórmulas (1) e (2), vemos que, na Fórmula de Taylor apresentada, o resto R,(x) é dado por 


fe) 


RO) = x) 


(x — cy 


Essa forma para o resto é chamada Forma de Lagrange do Resto e a fórmula (2) é dita Fórmula de Taylor com Resto 
de Lagrange. Existem outras formas para o resto, como a forma integral, que nào abordaremos aqui. 


5.15.4 Exemplos 


(i) Determinar os polinômios de Taylor de grau 2 e de grau 4 da função f(x) = cos x, no ponto с = 0. Esboçar 
o gráfico de f e dos polinômios encontrados. 


Usando o polinômio Р(х) para determinar um valor aproximado para cos е о que se pode afirmar sobre о erro 
cometido? 


Solução: Para determinar os polinômios pedidos, necessitamos do valor de f e de suas derivadas até ordem 4, no 
ponto c = 0. 


Temos: 
f(x) = cosx, f(0 =cos0 =1 


f'(x) = —sen x, f'(0) = —senO = 0 
/"(х) = —cosx, f"(0 =-cos0=1 
f” (х) = sen x, f”(0)=sen0 =0 
f"(x) = cosx, f"(0 = cos0 =1. 
O polinômio de Taylor de grau 2, no ponto c, é dado por 


b) = (е) + fO) o + 09 s - ey. 


Como no nosso caso c = 0, vem: 
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f'(0) ; 
223 
“9 


Р(х) = f(0) + f'(0)x + 


-140-1-4 


z 


=1-% 


2 
O polinómio de Taylor de grau 4, no ponto c, é dado por 


по) = 110) + POG) + EO 24 LO a POL. 


= E va D ss a 
=1+0ex+ 2 АЫ Tp 
2 ys 
ый. 40205 
2 24 


A Figura 5.41 mostra o gráfico de f(x), Р(х) e P4(x). Comparando esses gráficos, podemos observar que o gráfico 
de Р(х) está mais próximo do gráfico de f(x). Se aumentarmos n. o gráfico de Р„(х) se aproxima cada vez mais do grá- 
fico de f(x). 


Figura 5.41 


Usando о polinômio Р(х) para determinar um valor aproximado de cos Е pela Fórmula de Taylor, temos: 


соус = P,(z/6) + Ri(m/6) 


la APP 


onde z é um número entre 0 e z/6. 


T 
Como f? (x) = -sen x e |—sen xl = 1 para qualquer valor de x, podemos afirmar que o resto к() satisfaz 


IRIE) =— 


g 
л|& 
5 
m 
2 
CIE] 
— 
IA 
Al: 
E 
ala 
— 


T ТУЧЕ: 
Logo, quando calculamos о valor de cos 6 pelo polinômio Р(х), temos: 
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т (т/6)? | (z/6)° 
cos = 1-5 UN * 24 


= 0,86606 


e podemos afirmar que o erro cometido, em módulo, é menor ou igual a 0,000327. 


(iii) Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função f (x) = sen 2x no ponto c = 2 Usar este 


E RÃ š š т “Р” 
polinômio para determinar um valor aproximado para sen —. Fazer uma estimativa para o erro. 


3 


Solução: Devemos calcular o valor da função e suas derivadas até ordem 6, no ponto c = a 


Temos: 
f(x) = sen 2x, f(m) =зепл/2 =1 
РО) = 2 cos 2x, f'(ml4) = 2 cos т/2 = 0 


у") = —4 sen 2x, Ти) = 24 
Р") = —8 cos 2x, fala) = 0 
Fx) = 16 sen 2x, Ута) = 16 
f(x) = 32 cos 2x, Pra) =0 
Ро) = —64 ѕеп 2х, — f"(m/4) = 264 


O polinômio de Taylor de grau 6, no ponto с = 77/4, é dado рог: 


no) = (1) « P9 (, - 7) «Pm (у. С, 


СЕКСЕ 
1+ 0+ 21 x 4 TS x 4 „+ 6! x 4 


2 sw g тү 2 тү 
-1-2(-4) «eb . X]. 


Usando o polinômio Р,(х) para determinar sen =: obtemos pela Fórmula de Taylor: 


sen $ = sen (2+ 7/6) = f (1/6) = P,(z/6) + Rs(m/6) 


"P 2 E * a Р 2 E _ zy E (E " 3] A F) E Е zy 
Е 216 4 416 4 66 4 7! 6 4/` 


(vii) 7 
= 086602526 + £ (2) (E = z) . 


7! 6 4 


Como f? (x) = —128cos2x e |cos2x| = 1 para todo x, o resto Ёс (=) satisfaz 


7| 
IR,(z/6)| = E E =) | = 2,1407 - 107%. 


238. Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
— 


Logo, usando o polinômio Р,(х) obtemos зеп т = 0,86602526 е о erro cometido, em módulo, será inferior а 
2,1407 - 107. 
Usando a Fórmula de Taylor, pode-se demonstrar a seguinte proposição que nos dá mais um critério para determi- 


nação de máximos e mínimos de uma função. 


5.15.5 Proposição Seja f:(a, b) — IR uma função derivável n vezes e cujas derivadas f”, f”, ... , f"? são con- 


tínuas em (a, b). Seja c € (a, b) um ponto crítico de f tal que f'(c) =... = f" (c) = 0e f (c) + 0. Então, 
G) senépare f™(c) = 0, ftem um máximo relativo em c; 
(1) senépare f" (c) = 0, f tem um mínimo relativo em c; 


Gii) se n é ímpar, c é um ponto de inflexão. 


5.15.6 Exemplos 
(i) Determinar os extremos da função f(x) = (x — 2)º. 


Temos f'(x) = 6(x — 2)”, Fazendo f'(x) = 0, obtemos x = 2, que é o único ponto crítico de f. 


Calculando as derivadas seguintes no ponto x = 2, temos: 


f'(x) = 30(х – 2), f'(2) =ü 
f"(x) = 120(x - 2), f"(2) =0 
f^(x) = 360(х — 2), Р) =0 
f(x) =720(x - 2), fa) =0 
f(x) = 720, fCM2) =720%0. 


Logo, x = 2 é um ponto de mínimo relativo. 


(1) Pesquisar máximos e mínimos da função f(x) = xŠ — x’. 


Fazendo f'(x) = 5x! — 3x? = 0, obtemos os pontos críticos que são x, = 0, x; = V3/5e x; = —V3/5. 
Calculando o valor das derivadas seguintes no ponto x, = 0, temos: 


f(x) = 20 — 6x,f"(0) =0 

f"(x) = 60x? — 6, f” (0) = -6 + 0 

Como f” (0) + 0, concluímos que O é um ponto de inflexão. 
No ponto x; = V 3/5, temos: 


f"(x) = 20x — 6x, f" (V375) = 20(3/5)%7 — 6V3/5 


Е 75 (20-3 - 6) 


= 6V3/5 > 0. 
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Logo, concluímos que x, = V/3/5 é um ponto de mínimo relativo. 


No ponto x; = — V 3/5. temos: 


f” (z) = 208 — 6x, f"(— V3/5) 


-20 E" -60-У3/5) 


! 


-6У3/5-0. 


Logo, o ponto x; = — V 3/5 é um ponto de máximo relativo. 


———n— O  C[— B R?O———————————— e ee 


5.16 Exercícios 


1, Determinar o polinômio de Taylor de ordem n, no ponto c dado, das seguintes funções: 


(a) f(x) = e*2;¿c = 0el;n = 5. (b f(x) =e"*,c=-le2;n=4. 
(O f(x) = In (1 — x);c = Oe 1⁄2; n = 4. (4) f(x) = sen x;c = т/2; п = 8. 
(e) f(x) = cos2x;c=0e7m/2:;n = 6. (Ф fü) = еден: 


2. Encontrar о polinômio de Taylor de grau n no ponto c e escrever a função que define o resto na forma de Lagrange, 
das seguinte funções: 


(a) y = cosh x;n = 4; c = 0. (b y=tgx;n = 3; с = т. 


(с) у= Vxin=3;c = 1. (d y-2e'n-24c-0 


3. Usando o resultado encontrado no exercício 1, item (c), com c — 0, determinar um valor aproximado para In 0,5. 
Fazer uma estimativa para o erro. 


4. Determinar o polinômio de Taylor de grau 6 da função f(x) = 1 + cos x no ponto c = т. Usar este polinômio рага 
determinar um valor aproximado para cos (577/6. Fazer uma estimativa para о erro. 


š : Р 1 
5. Demonstrar que a diferença entre sen (a + h) e sen a + h cos a é menor ou igual a 2 m. 


6. Um fio delgado, pela ação da gravidade, assume a forma da catenária y = a cosh 3, Demonstrar que para valores 
2 


pequenos de |x|, a forma que o fio toma pode ser representada, aproximadamente, pela parábola y = a + 23 
7. Pesquisar máximos e mínimos das seguintes funções: 
(а) fO = 2x — 4. (b) f(x) = 4 -— 5х + 6х2. 
€) Јо) = (к 4)" (d) f(x) = 4(x +2). 
125 
(е) f(x) = xf- 2x* H f(x) = x: — 0, 


3 


Neste capitulo introduziremos a integral. Em primeiro lugar, 
trataremos da integração indefinida, que consiste no processo inver- 
so da derivação. Em seguida, veremos a integral definida — que é a 
integral propriamente dita — e sua relação com o problema de 
determinar a área de uma figura plana, depois o Teorema 
Fundamental do Cálculo, que é peça chave de todo Cálculo 
Diferencial e Integral, pois estabelece a ligação entre as operações 
de derivação e integração. Finalmente, estenderemos o conceito de 
integral para funções continuas por partes e abordaremos as inte- 
grais impróprias. 


6.1 Integral Indefinida 


6.1.1 Definição Uma função F(x) é chamada uma primitiva da função f(x) em um intervalo / (ou simplesmente 
uma primitiva de f(x)), se, para todo x E /, temos F'(x) = f(x). 


Observamos que, de acordo com nossa definição, as primitivas de uma função f(x) estão sempre definidas sobre 
algum intervalo. Quando não explicitamos o intervalo e nos referimos a duas primitivas da mesma função f, entendemos 
que essas funções são primitivas de f no mesmo intervalo 1, 


6.1.2 Exemplos 
T Ён A 
Gü) F(x) = = é uma primitiva da funçào f(x) = x°, pois 
F'(x) = 1/3: 3⁄2 = x? = f(x). 
(ü) As funções G(x) = 1/3 + 4, Hx) = 1/3 (x° + 3) também são primitivas da função f(x) = x^, pois G'(x) = 
H'(x) = f(x). 


(Hi) A função F(x) = 1/2 sen 2x + c, onde c é uma constante, é primitiva da função f(x) = cos 2x. 


(iv) A função F(x) = 1/2x? é uma primitiva da função f(x) = —1/x em qualquer intervalo que não contém а 
origem, pois, para todo x # 0, temos F'(x) = f(x). 
Os exemplos anteriores nos mostram que uma mesma função f(x) admite mais de uma primitiva. Temos as seguintes 
proposições. 


6.1.3 Proposição Seja F(x) uma primitiva da função f(x). Então, se c é uma constante qualquer, a função G(x) = 
F(x) + c também é primitiva de f(x). 
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Prova: Como F(x) é primitiva de f(x), temos que F'(x) = f(x). Assim: 
G'(x) = (FG) + с) = Ех) + 0 = f(x), 


o que prova que G(x) é uma primitiva de f(x). 
6.1.4 Proposição Se f“(x) se anula em todos os pontos de um intervalo /, então f é constante em 1. 


Prova: Sejam x,y € IZ, x < y. Como fé derivável em 1, f é contínua em [x, y] e derivável em (x, y). Pelo Teorema do 


Valor Médio. existe z € (x. y). tal que 
езу = LU) — Л), 
fa 


Como f'(z) = 0, vem que f(y) — fix) = 0 ou f(y) = f(x). Sendo x e y dois pontos quaisquer de /, concluímos que f 
é constante em /. 


6.1.5 Proposição Se F(x) e G(x) são funções primitivas de f(x) no intervalo /, então existe uma constante c tal que 
G(x) — F(x) = c, para todo x E 1. 


Prova: Seja H(x) = G(x) — F(x). Como F e G são primitivas de f(x) no intervalo /, temos F'(x) = G'(x) = f(x), para 
todo x € I. Assim: 
H'(x) = G'(x) — F'(x) = f(x) — fix) = 0, para todo x € Z. 
Pela Proposição 6.1.4, existe uma constante c, tal que H(x) = с, para todo x € 1. Logo, para todo x € Г. temos: 
G(x) — Р(х) = c. 
Da Proposição 6.1.5, concluímos que, se F(x) é uma particular primitiva de f, então toda primitiva de f é da forma 
G(x) = F(x) + с, 
onde c é uma constante. Assim, o problema de determinar as primitivas de f se resume em achar uma primitiva particular. 
6.1.6 Exemplo Sabemos que (sen x)” = cos x. Assim, F(x) = sen x é uma primitiva da função f(x) = cos x e toda 
primitiva de f(x) = cos x é da forma 
G(x) = sen x + c, 
para alguma constante c. 


6.1.7 Definição Se F(x) é uma primitiva de f(x), a expressão F(x) + c é chamada integral indefinida da função 
f(x) e é denotada por 


[ = Р(х) + с. 


De acordo com esta notação о símbolo f é chamado sinal de integração, f(x) função integrando е f(x) dx integran- 
do. O processo que permite achar a integral indefinida de uma função é chamado integração. O símbolo dx que aparece 
no integrando serve para identificar a variável de integração. 


Da definição da integral indefinida, decorre que: 


G) frowa = F(x) + c F'(x) = f(x). 


(i) lr (x) dx representa uma família de funções (a família de todas as primitivas da função integrando). 
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A Figura 6.1 mostra uma família de primitivas da função integrando f(x) = x? + 1. Observamos que o valor da 


constante, para a figura apresentada assumiu os valores C = —3,-2,-1,0,1,2,3. 


F(X) «C 
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Figura 6.1 
Propriedades da Integral Indefinida 


6.1.8 Proposição Sejam f, g: I — IR e K uma constante. Então: 


@) | гадас = K rear 


(ii) [ + g(x))dx = [оа + [sax 


Prova do item (i): 


Seja F(x) uma primitiva de f(x). Então, K f(x) é uma primitiva de K f(x), pois (K F(x)) = K F'(x) = K fix). Dessa forma, 
temos: 


[kroa = KF (x) + c= KF(x) + Ko, 
= K[F(x) + c] = K [reo dx. 


Prova do item (ii): 
Sejam F(x) e G(x) funções primitivas de f(x) e g(x), respectivamente. Então, F(x) + G(x) é uma primitiva da função 


(Ло) + 8G), pois [F(x) + GG)]' = F'(x) + С) = f(x) + ela). 
Portanto, 


[tw + воа тео) + 609+ е 
= [Е (х) + С(х)] + с + с, onde c = с + с 
= [F(z) + e] + [669 + eJ 
= [Fogar + [оа 
O processo de integração exige muita intuição, pois conhecendo apenas а derivada de uma dada função nós quere- 


mos descobrir a função. Podemos obter uma tabela de integrais, chamadas imediatas, a partir das derivadas das funções 
elementares. 


6.1.9 Exemplos 


6.1. 
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(i) Sabemos que (sen x') = cos x. Então ES dx = sen x + c. 


(ii) Como (—cos8)' = sen 6, então Jo do = —cos 0 + c. 


(ii) [сах = e* + c, pois (e*)' = e. 


ЕЖ" 
Gv) Pdx = 5х + c, pois (3/5х75)/ 


(2 a = 2V/t + c, pois (24%)! = 1/Vh. 
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а) 


(3) 


(5) 


0) 


(9) 


an 


(13) 


(15) 


07) 


(19) 


(21) 


Q2) 


Tabela de Integrais Imediatas 


edu=e+c 


cosu du = senu + с 


cosec?u du = —cotgu + c 

cosec u + cotg udu = — соѕеси + c 
=arctgu + c 

1+ 2 8 


senh и du = coshu + c 


sech^u du = tghu + c 


sech и, tgh u du = — sechu + c 


du 


du 
Ми? – 1 


= x?) 


da =u + ë 
иен 
u du = PES + c (a é constante + — 1) 


02) 
(4) 
(6) 


(8) 


(a0) | 


(12) 
(14) 
(16) 


(18) 


зеп ийи = — cos u + c 


sectudu = tgu + c 


sec ис tgudu = sec u + c 
du 
= агсѕепи + c 
1-и 
du 
= = arcsec u + c 
им – 


cosh u du = senh u + c 


КҮ = —cotgh u + c 


— 


(20) [е и + cotgh udu = — cosech u + c 


Aa argsenhu + c = In lu + Vid + 1| + c 
и 


= argcoshu + c= In |u + Vi? — 1| + c 
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_ fargtghu +c,  seju| «1 e» | du 

arg cotgh u + c, se |u| > 1 Ш\Л. — ташаа ju] + é 
-ln ua. + 

a П kas 


du 
(25) e -- hu] c. 
UE arg cosech |u| + c 


Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, podemos calcular a integral indefinida de algu- 
mas funções. 


6.1.11 Exemplos Calcular as integrais indefinidas. 


G) Jee + 5 + Vx) dx. 


Usando as propriedades da integral indefinida e a tabela de integrais, temos: 


[ве +5 + Vx) х= зах + 22 + firmar 


E xr 
= 3 + 5х += + 
3 Sx 3⁄2 c 


B se + +. 
(ii) [m *tg x + cosec^x)dx. 


Temos: 


[екх ` tg x + cosec2x)dx = 3 [хех tgxdx + [еа 


= 3secx — cotgx + c. 


2 
Gi) 5-5 а 


cosec x 


Nesse caso, temos: 


2 

sec x 1 senx 

dx = . dx = Ид x: secx dx = secx + c. 
cosec x cosx cosx 


(iv) | (V + 1/3x)dx. 
Temos: 


jor + 1/3x)dx = | V dx + [as dx 
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x? a 
=“ talnlxl + 
5/3 +3 хі + ë 


3 £ 
= то” - zm + с. 


" Ё + 3x 12 + das 
y IM 
Vx 
Temos: 
4 -1/2 4 ap 
F + 3х Ha- (5 3x =) а 


Vi A WE C AR 


= Je + 3x75 + 4x9) dx 


= | xBdx + 3 festas + a [ax 


M xls хз 


=з” 23 


+e 


= ia + 18х16 + 6x?? + c. 


(vi) f cosx + 532 


Temos: 


ПЕ + u^ - [zoos xax + ЇЕ 


- | соьхах + ferrar 


1/2 
=2senx+ E +c 
1/2 


= 2sen x + 2V + c. 


= 2e* — secx+2: 


1 
= 2е* — — – qu С. 
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6.2 Exercícios 


Nos exercícios de 1 a 10, calcular a integral e, em seguida, derivar as respostas para conferir os resultados. 


dx 
1. = 
3. | (ax! + bx? + 3c)dx 


5. |(2xº — 3)dx 


7: (Vis - у)» 
9. | Vx dx 


Nos exercícios de 11 a 31, calcular as integrais indefinidas. 


х 
п. 4 
13. 
15. 
17. 


19. |(e* — e7*)dx 


79 

x 5 

— 
x 


21. 


x 
23. |sec?x(cos?x + 1)dx 


2-1 


25. a 


27. (e - 22297 
29. |tg/x созес х dx 


31. » onde n Є Z. 


dt 
(n — 1/2) 


2. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


(se + veja 


8х* — 933 + 622 -2x+1 
SS ли 


x 
cos 0 - tg 0 do 
(к + М + W + Wi + Vijdt 


(X — V2 e + cosh 1)dt 


dx 
(ах)? + а? 
3 6 1 9 

8(r-2) + E dt 


In x 
хіх? 


‚ а + 0, constante, 


(x = Dx + 1)'dx 


32. Encontrar uma primitiva Р, da função f(x) = x? + x, que satisfaga F(1) = 1. 
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33. Determinar a função f(x) tal que 

[rax =x) + усоз2х +с. 
34. Encontrar uma primitiva da função f(x) = 4 + 1 que se anule no ponto x = 2. 
35. Sabendo que a função f(x) satisfaz a igualdade 


[rco = sen x — xcosx — P + c, determinar f (7/4). 


36. Encontrar uma função ftal que f'(x) + sen x = 0 e (0) = 2. 


6.3 Método da Substituição ou Mudança de Variável para Integração 

Algumas vezes, é possível determinar a integral de uma dada função aplicando uma das fórmulas básicas depois de 
ser feita uma mudança de variável. Esse processo é análogo à regra da cadeia para derivação e pode ser justificado como 
segue. 

Sejam f(x) e F(x) duas funções tais que F'(x) = f(x). Suponhamos que g seja outra função derivável tal que a 
imagem de g esteja contida no domínio de F. Podemos considerar a função composta Fog. 

Pela regra da cadeia, temos: 


[F(g(x))] = F'(gQ)) * g'(x) = f(g(x)) | g'(x), isto é, F(g(x)) é uma primitiva de f (g(x)) * g'(x). 


Temos, então: 
[rig вода = Fico + e m 


Fazendo u = g(x).du = g'(x)dx e substituindo em (1), vem: 


[rien secas [100 du = reo + e. 


Na prática, devemos então definir uma função u = g(x) conveniente, de tal forma que a integral obtida seja mais 
simples. 


6.3.1 Exemplos Calcular as integrais: 


à) | dx. 


LEF 


Fazemos и = 1 + x°. Então, du = 2xdx. Temos: 


2x du 
Ё nr del | 


=lnlul +c 


= In (1 + x2) + c. 
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(ii) | sen2x cos х dx. 


Se fizermos и = sen x, então du = cos хах. Assim: 


Jo cosx dx — | аи 


ê 
wi FE 


3 


(iii) IE + 7)dx. 
Fazendo u = x + 7, temos du = dx. Entào, 
[oe + 7)dx = Jo udu 


= — соѕи + c 


= — cos (x + 7) + c. 


(iv) E xdx. 
A A 
cos x 
Fazendo u = cos x, temos du = —sen x dx e então sen x dx = —du. Portanto, 


ferax- [| + 
u u 


= —1а |соѕхі + c. 


dx 
v) PS EL 


Fazendo u = 3x — 5, temos du = 3 dx ou dx = 1/3 du. Portanto, 


Бе" 


“aG + ° 


(м) le + sec?3x)dx. 
Podemos escrever: 
Je + sec23x)dx = fra + |зес?зхах 


2 


= E: + [ева 


а) 
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Para resolver [sec 3x dx, fazemos a substituigáo u = 3x. Temos, entáo, du = 3dx ou dx = 1/3 du. Assim: 


1 
[sectas dx= [ . 34 = à secta du 


1 


-iwutcoi 


tg3x + c. 


Substituindo em (1), obtemos: 


x 


[e + sec?3x) dx = 2 


tige ë 


Р аи 
(vii) [> vu (a * 0). 
Como a * 0, podemos escrever a integral dada na forma 
du 
| du _ | a 11 du 
Veg; lira ФИй 


1 
2 = 


a 


Fazemos a substituição v = u/a. Temos, então, dv = 1/a du ou du = a dv. Portanto, 
| li dv 
eg djé)s1 aj 41 


1 
= —arctgv + c 
ü g 


=lat == 
a $a o 


o | dx 
MD | бу +13 


Para resolver esta integral devemos completar o quadrado do denominador. Escrevemos: 
x? + 6х + 13 = х2 +2:3х+9 9 + 13 


= (x +3)? +4. 
Portanto, 


| dx -Í dx : 
x! бх + 13 (х + 3)2+4 


Fazendo и = х + 3, ди = ах е usando о ехетріо anterior, obtemos: 


dx du 1 u 
(55:57 [Aer 
1 +3 
ER 2 + c. 
(ix) Ra 
x+1 


Nesse caso, fazemos a substituição и = V x — 2. Então, и? = x — 2ou x = и? + 2, ou ainda, dx = 2 u du. 
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Substituindo na integral, vem: 


| rae au du 
+1 ue Did 

_ [22 du _ Je 

“+з 2) +3 


Efetuando a divisão dos polinômios, temos: 


р dx = 241 - =) du 


EFI 
_ Р du 
= 4 Jo Jr. T 5) 


(х) [e - 2f dt. 
Escrevemos: 


fve = w di = [ма = 22) dt = Ї 1 — 2r! di. 


Fazendo и = 1 — 2⁄2, temos du = — tdt e então (dt = o Assim: 


[v = 2r'di = je 24. = fura 


=í 
mri te 09 НА 


6.4 Exercicios 


Calcular as integrais seguintes usando o método da substituição. 


[оғ + 2x – 3)'(2x + 1)dx 2. [е = 2)7 c dx 

i = 4. [vs = Зх? dx 
m 

i [vz + 2x dx 6. Je + 2)e!dr 


edt е*+2 
|Р в. | dx 


11. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


tg xsec2x dx 


sen x 
37 dx 


J cos?x 


e*cos2e*dx 


ѕеп(50 — «)d6 


2 sec? 8 
a+btg0 


de 


(sen 4х + cos2z)dx 
xe dx 


di 
tint 


(e + 2)°e*dx 


x'V1-4 хах 
tcos dt. 
ѕеп!/220 соѕ20 d6 


sen Ө 40 
(5 — cos0)° 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 


34. 


36. 


38. 


40. 


42. 


44. 


46. 
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sen xcosx dx 


2senx — 5cosx 
cosx 


dx 
Х совх20х 
2 


arc sen y 


Sa 
aA - y 


V/sen 0 cos 0 dg 
(е + e) dx 


[ 4dx 

Ax! + 20x + 34 
e'dx 

ex + 16 
3dx 

xIn?3x 


27*'xdx 


dt 
240 


8xV1— 2x! dx 


4t dt 


Var + 5 


dv 
11112723 


xe “ах 


8х5У6х? + 5dx 


=, 


sec?(5x + 3)dx 


cotg u du 
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47. fa + e“) eidi, a > 0 48. = dx 
x 

49. [м — 4dt 50. [ео 2х + 4x)dx 
6.5 Método de Integracáo por Partes 

Sejam f(x) 650) би бах deriváveis no intervalo T. Temos: 

ГОО “80501 = f(x) * g'(x) + g(x) * f(x) 

ou, 

ТОО * g'(x) = [f (x) ` g(z2)] — g(x) + f'(x). 

Integrando ambos os lados dessa equação, obtemos: 

[ ` 8 (x)dx = fico ` g(x)]'dx — IE * f'(x)dx, 

ou ainda, 

[rc ха (х)йх = f(x) + g(x) — few + f'(x)dx. (D 


Observamos que na expressão (1) deixamos de escrever a constante de integração, já que no decorrer do desen- 


volvimento aparecerão outras. Todas elas podem ser representadas por uma única constante c, que introduziremos no 
final do processo. 


Na prática, costumamos fazer 
и = f(x) 2 du = f'(x)dx 


v = g(x) dv = g'(x)dx- 
Substituindo em (1), vem 


que é a fórmula de integração por partes. 
6.5.1 Exemplos 
(i) Calcular fresas. 


Antes de resolver essa integral, queremos salientar que a escolha de u e dv são feitas convenientemente. 
Nesse exemplo, escolhemos и = x e dv = e™™ dv, Temos: 


u-x = du-dx 


др = е2 ах = у= fe dx = 


Aplicamos, então, a fórmula 


| do = ue = fo du 
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e obtemos; 


Observamos que, se tivéssemos escolhido и = e” e dv = x dx, o processo nos levaria a uma integral mais 
complicada. 


(i) Calcular fm x dx. 
Seja 
u=lnx = du=1/xdx 


dv=dx => v= jac 
Integrando por partes, vem: 


КЕ (In x)*x— КЕ 


lI 


xInx— fax 


=xlnx—x+c. 


(iii) Calcular [ x dx. 
Neste exemplo, vamos aplicar o método duas vezes. Seja: 


u= х = du=2xdx 
dv=senxdx => v= [sema de= — cos. 
Integrando por partes, vem: 


fe + sen x dx = x2(— cos x) -Їс cos x)2x dx 


= —x°cosx + 2 xcosxax. 


A integral |: cosxdx deve ser resolvida também por partes. Fazemos, 
u=x = аи = ах 
ау = cosxdx => v [оха = sen x. 


Temos: 


а = xsenx — E x dx. 
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[ese x dx = —x'cosx + 2[x sen x — [sena dx] 


—x?cosx + 2x sen x + 2cosx + c. 


(iv) Calcular [езе x dx. 


Esse exemplo ilustra um artifício para o cálculo, que envolve também duas aplicações da fórmula de integração por 


partes. 
Seja: 
u= е = du=)2e"dx 
dv=senxdx = v = fsen x dx = — cos x. 


Aplicando a integração por partes, vem: 
fe sen x dx = e™(— cosx) — [c cosx)2e? dx 


= cc EOS 2 |e"cosxax. 


Resolvendo fe cos x dx por partes, fazendo и = e” е dv = cosx dx, encontramos 
2x =_= ох ох 
k sen х dx = —e™ cos x + 2[e?2*sen x — [sen x-20 dx] 
= —e™ cosx + 2e"senx — 4 эн х ах. (2) 


Observamos que a integral do 2º membro é exatamente a integral que queremos calcular. Somando 4 fo: sen x dx 
a ambos os lados de (2), obtemos: 


s fersen x dx = —e*cosx + 2e?* sen x. 
Logo, 


1 
[ече хах = E (2 e™ sen x — eXcosx) + с. 


(v) Calcular Je dx. 
Nesse caso, fazemos: 
и = sen? x = du = 2 sen x cos x dx 


dv=senxdx = 


je x dx = — cos x. 


Então: 


E dx = sen? x » (— cos x) [- cos x + 2 sen xcosxdx 


= —веп?хсоѕх + 2 E 2х sen x dx 


= —sen?x cosx — 2 


cos?x 


+e 
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6.6 Exercicios 


11. 


15. 


175 


19. 


21, 


23. 


25. 


27. 


Resolver as seguintes integrais usando a técnica de integração por partes. 


x sen 5хах 


t edt 


x In 3xdx 
ecos dx 
2 

cosec! x dx 
xcosec? x dx 
e™ sen bx dx 
DERI 

arctgax dx 
(x = 1)е “dx 
хех 
(x — 1) sec?xdx 


хп хах, ne N 


In (x + МІ + x?)dx 


2. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


In (1 — x)dx 


(x + 1)cos2 x dx 


cos dx dx 


Vx n xdx 


х2совахах 


T 


arc cotg 2x dx 


(ал Б) y 
Vax +b 


In*2x dr 
xºsen 4x dx 


x!In хах 


x 

5 dx 
arc sens 
ех соѕ4хах 
In(x? +1) dx 


xarctg x dx 
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29. [еее 30. |5 хах 
31. fe + 3yle'dx 32; р z+ ldx 
33. Jes (In x)dx 34. fare cos x dx 
35. [а 36. [5 едх. 


6.7 Área 


Desde os tempos mais antigos os matemáticos se preocupam com o problema de determinar a área de uma figura 
plana. O procedimento mais usado foi o método da exaustão, que consiste em aproximar a figura dada por meio de 
outras, cujas áreas são conhecidas. 

Como exemplo, podemos citar o círculo. Para definir sua área, consideramos um polígono regular inscrito de n 
lados, que denotamos por P, (Figura 6.2(a)). 

Seja A, a área do polígono P,. Então, A, = n · Ar, onde Ar, é a área do triángulo de base /, e altura A, (Figura 
6.2(b)). 


(a) (b) 
Figura 6.2 


REA 4 Я 
Como Ат, = y En perímetro do polígono Р, é dado por p, = nl,, vem: 


2 2 
Fazendo n crescer cada vez mais, isto 6, n > + 2, o polígono Р, torna-se uma aproximação do círculo. O 
perímetro p, aproxima-se do comprimento da circunferência 27r e a altura h, aproxima-se do raio r. 


Temos: 

" 2mr er 2 

lim A, = — = 797, que é a área do círculo. 
n>a 


Para definir a área de uma figura plana qualquer, procedemos de forma análoga. Aproximamos a figura por polí- 
gonos cujas áreas possam ser calculadas pelos métodos da geometria elementar. 

Consideremos agora o problema de definir a área de uma região plana S, delimitada pelo gráfico de uma função 
contínua não negativa f, pelo eixo dos x e por duas retas x = a e x = b (ver Figura 6.3). 
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Figura 6.3 


Para isso, fazemos uma partição do intervalo [a, b], isto é, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos, esco- 
lhendo os pontos: 

a = xo < x) < ... < Xi, < xi < ... < x, = b, 

Seja Ax, = x, — xj. o comprimento do intervalo [x;—;, x;]. 

Em cada um destes intervalos | х, |, x;], escolhemos um ponto qualquer су. 


Para cada i, í = 1, ..., n, construímos um retângulo de base Ax; e altura f(c;) (ver Figura 6.4). 


y=f(x) 


Figura 6.4 


A Figura 6.5 ilustra esses retângulos nos casos n = 4en = 8. 
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A soma das áreas dos n retângulos, que representamos por 5,, é dada por 
S, = f(a) Ax + f(c) Ax, +... + $ (ca) Ax, 
л 
= Xf(c)Ax. 
i=1 


Esta soma é chamada soma de Riemann da função f(x). 
Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Ах, i = 1,..., п, torna-se muito pequeno, a soma das 


áreas retangulares aproxima-se do que intuitivamente entendemos como a área de S. 


6.7.1 Definição Seja y = f(x) uma função contínua, não negativa em [a, b]. A área sob a curva y = f(x), de a até 
b, é definida por: 


A= lim, 2// 0n, 


onde para cada í = 1, ... n, c; é um ponto arbitrário do intervalo [х;_ |, x;]. 
É possível provar que o limite desta definição existe e é um número não negativo. 


6.8 Distâncias 


O cálculo da distância percorrida por um móvel durante um período de tempo, sendo conhecida a velocidade do 
móvel em todos os instantes, pode ser visualizado como um problema inverso ao cálculo da velocidade, como foi dis- 
cutido na Seção 4.2. 

Quando a velocidade é constante, o problema do cálculo da distância reduz-se a procedimentos elementares a par- 
tir do conceito de que: 


distância = velocidade X tempo. 


Quando a velocidade varia, precisamos elaborar um pouco mais as idéias para encontrar a distância percorrida. 
Como exemplo, podemos citar a distância percorrida por um móvel durante 10 segundos. A cada 2 segundos, a 
velocidade é registrada. Na Tabela 6.1 apresentamos os dados obtidos. 


Tabela 6.1 
Tempo (segundos) ] 0 2 4 6 8 10 
Velocidade (metros/segundo) 22 78 126 166 198 222 | 
Para fazer uma estimativa da distância percorrida nos primeiros dois segundos, podemos considerar neste período 


de tempo a velocidade como uma constante igual a 22 m/seg. Assim, a distância percorrida nos dois primeiros segun- 
dos é igual a: 


22 m/seg х 2 seg = 44 metros 

Analogamente, durante o intervalo de tempo de 2 a 4 segundos, podemos considerar a velocidade constante igual a 
78 m/seg e então a distância percorrida é de: 

\ 

78 m/seg X 2 seg = 156 metros 

Se somarmos todas as estimativas, vamos ter a distáncia total de forma aproximada: 

22 x 2 + 78 X 2 + 126 X 2 + 166 X 2 + 198 х 2 + 222 X 2 = 1.624 metros. 

Esses cálculos podem ser visualizados graficamente na Figura 6.6. 
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Figura 


Podemos melhorar a nossa estimativa obtendo os valores da velocidade em intervalos de tempo menores (ver Tabela 
6.2). Por exemplo, na Figura 6.7 mostramos a análise para intervalos de segundo a segundo. 
Tabela 6.2 
Tempo (segundos) | ТоТ аЗ АТУ ТЕ є тте то етт 
Velocidade (metros/segundo) 22 52 78 103 126 147 166 183 198 211 222 231 


242 + vít) 7 
220 22 
Г 4 
154 2 2 
132 27 2 
"£ 
88 22 2 
И 
22 
E 27 288 
12345678 910111213 
Figura 6.7 


Para o conjunto de informações dadas na Figura 6.7 vamos ter о espaço percorrido pelo móvel estimado em: 
22 + 51 + 78 + 103 + 126 + 147 + 166 + 183 + 198 + 211 + 222 + 231 = 1.738 metros. 


Observando este exemplo é possível associar com a área como foi discutida na seção anterior, isto é, para calcular 
a distância percorrida por um móvel cuja velocidade é dada por uma função v = v(r) podemos usar a Soma de Riemann 
da função para fazer estimativas ou usar similarmente a definição de área: 


Distância = lim >v(c;)At, 


máx Ахгэй 1 
É bom lembrar que a grandeza distância não é igual a área. O valor numérico é igual, mas estamos lidando com 
grandezas diferentes. 


 ———— h. 


6.9 Integral Definida 


A integral definida está associada ao limite da Definição 6.7.1 e do Exemplo 6.8. Ela nasceu com a formalização 
matemática dos problemas de áreas e problemas físicos. De acordo com a terminologia introduzida na seção anterior, 
temos a seguinte definição. 


27250 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


6.9.1 Definição Seja f uma função definida no intervalo (a, b] e seja P uma partição qualquer de [a, b]. A inte- 
gral definida de f de a até b, denotada por: 


b 
К 
é dada por: 
[ fdz = ЭРЛЭГ 


desde que o limite do 2° membro exista. 


b 
Sc [ f(x) dx existe, dizemos que f é integrável em [a, b]. 
а 


b 
Na notação | f (x)dx, os números a e b são chamados limites de integração (a = limite inferior e b = limite 
la 


superior). 


ШИЛ 
b b b. 
[roar [pa = [rias 


isto é, podemos usar qualquer símbolo para representar a variável independente. 
Quando a função f é contínua e não negativa em [a, b], a definição da integral definida coincide com a definição da 
área (Definição 6.7.1). Portanto, neste caso, a integral definida 


[re )dx 


é a área da região sob o gráfico de f de a até b. 


Sempre que utilizamos um intervalo [a, b], supomos a < b. Assim, em nossa definição não levamos em conta os 
casos em que o limite inferior é maior que o limite superior. 


6.9.2 Definição 
(a) Sea>b, então: 


" 

[reos = - [rear 
b 

se a integral à direita existir. 


(b Sea = be fía) existe, então: 


Гоа =0 


E muito importante saber quais funções são integráveis. Uma ampla classe de funções usadas no Cálculo é a classe 
das funções contínuas. O teorema a seguir, cuja demonstração será omitida, garante que elas são integráveis. 


6.9.3 Teorema Se fé contínua sobre (a, b], então f é integrável em [a, b]. 


Propriedades da Integral Definida 


6.9.4 Proposição Se fé integrável em [a. b] e k é um número real arbitrário, então k fé integrável em [a, b] e 
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(Ке = [лода 


а а 
Prova: Сото fé integrável em [a, b], existe o 


lim > f (ci) Ax; 


máx 0 22 
e portanto, podemos escrever: 
b n 
КГ - RH 
[ годах = Jim, Y kf(e) Ax 
л 
=k lim f(c) Ax; 
1 


máx Ax +0 22 


^ 
=k | f(x)dx, 


6.9.5 Proposição Se fe g são funções integráveis em [a, b), então f + g é integrável em [a, b] e 
b b b 
[ + g(x)]dx = [rega * | «оош. 


Prova: Se fé integrável em [a, b], existe o limite 


# b 
lim У f(c)Ax, que é a [ло 


máx Ax, +0 É 


Se g é integrável em [a, b], existe o limite 


máx Ax +0 221 


n b 
lim У, g(c)Ax, queéa | g(x)dx. 


Escrevemos, então: 


im Y (5) + к(с))Ах, 


máxáx—0 A 


: 
Ї год + воа 


lim Sfc)Ax+ lim У (с) Ах, 
máx Ax +0 221 


máxAx +0 221 


2 b 

[reds + | зоо, 

2 2 

Observamos que esta proposição pode ser estendida para um número finito de funções, ou seja, 
2 2 b b 

[ио + f(x) +... + f(x) ldx = [лоза + [ло usc I 

2 2 a la 

Vale também para o caso de termos diferença de funções, isto é, 


[ve = g(x)]dx = [sas ES | ко. 


СЭ 
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6.9.6 Proposição Sea<c<befé integrável em [a, c] e em [c, b], então f é integrável em [a, b] e 


[reis - [roa + [roar 


Prova: Consideremos uma partição no intervalo [a, b] de tal forma que o ponto c (a < c < b) seja um ponto da par- 
Lição, isto é, c = X; para algum i. 


bi 
PT 
ха 


Podemos dizer que o intervalo [a, с] ficou dividido em r subintervalos e [c, b] em (n — r) subintervalos. Escrevemos 
as respectivas somas de Riemann: 


Улок е5, (04x. 
Entào, 


п r n 
Drax = Z f(c)Axi +  f(c)Ax. 
т A 1 

Usando a definição de integral definida, vem: 


b n 
[rear = lim È /(с)Ах, 


mixAx- f 
=. m (Ууда S repas) 


lim, Bfearn dim, Sr(a 


mix Ацо 221 i 


lI 


= [reos + | говь 


Esta propriedade pode ser generalizada: “Se f é integrável em um intervalo fechado e se a, b. c sào pontos quais- 
quer desse intervalo, então: 


b b 
[лое = Гоа + [rayar 


A Figura 6.8 ilustra a Proposição 6.8.6 para o caso em que f(x) > 0. A área do trapezóide ABCD adicionada à área 
do trapezóide BEFC é igual à área do trapezóide AEFD. 


o 


М 


а c bx 


Figura 6.8 
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6.9.7 Proposição Se fintegrável e se f(x) = O para todo x em [a, b], então: 


[оов =0. 


Prova: Coma f(c;) > 0 para todo c; em [x, +. x;]. segue que: 


а 


f (ei) Ax, = 0. 


= 


Portanto, 
n 
lim = 
máx im, ÈA) Ax EU 
b 
e, dessa forma, [rax =0. 
6.9.8 Proposição Se fe g são integráveis em [a, b] e f(x) = g(x)para todo x em [a, b], então: 


[res = [sens 


Prova: Fazemos: 
b b 
fe [rax = | g(x)dx. 


Devemos mostrar que / = 0. Usando a Proposição 6.9.5, podemos escrever: 


= 
! 


[reos s= [ков 


й 
| год - «Gods. 


Como f(x) = g(x) para todo x € [a, b], temos que f(x) — g(x) = 0 para todo x € (a. b]. 
Usando a Proposição 6.9.7, concluímos que 7 = 0. 


6.9.9 Proposição Se fé uma função contínua em [a, b], então: 


[roe « см 


Prova: Se fé contínua em [a, b], então: 
a) fé integrável em [a, b]; 


b) |f|é contínua em [a, b]; 


c) | | também é integrável em (а, b]. 


— 
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Sabemos que: 


- If(x)1 = f(x) = If(x)!. 


Usando a Proposição 6.9.8, escrevemos: 
b + b 
[| —If(x)ldx = | red = [ If (x)ldx. 
la la la 
Pela Proposição 6.9.4, vem: 


b b b 
- [ |/(х)!ах = [regar = | If (x) dx. 


a 


Usando a Propriedade 1.3.3(i), segue que: 


[roa = [roas 


Na Proposição a seguir, cuja demonstração será omitida, apresentamos o Teorema do Valor Médio para integrais. 
6.9.10 Proposição Se fé uma função contínua em (a, b], existe um ponto c entre a e b tal que: 


b 
[Fax = (b — a)f(c). 


Se f(x) = 0,V x € [a, b], podemos visualizar geometricamente esta proposição. Ela nos diz que a área abaixo da 
curva y = f(x), entre a e b, é igual à área de um retângulo de base b — a e altura f(c) (ver Figura 6.9). 


Figura 6.9 


6.10 Teorema Fundamental do Cálculo 


O teorema fundamental do Cálculo nos permite relacionar as operações de derivação e integração. Ele nos diz que, 
b 
conhecendo uma primitiva de uma função contínua f:[a, b] > IR, podemos calcular a sua integral definida | f(t)dt. 


Com isso, obtemos uma maneira rápida e simples de resolver inúmeros problemas práticos que envolvem o cálculo da 
integral definida. 
Para apresentar formalmente o teorema, inicialmente vamos definir uma importante função auxiliar, como segue. 
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Tomamos a integral definida 
b 

[ fear, 
a 


fixamos o limite inferior a e fazemos variar o limite superior. Então, o valor da integral dependerá desse limite superior 
variável, que indicaremos por x. Fazendo x variar no intervalo [a, b], obtemos uma função G(x), dada por: 


G(x) = [roa 


Intuitivamente, podemos compreender o significado de G(x) através de uma análise geométrica. Conforme vimos 
na Seção 6.9, se f(t) = 0, V 1 € [a, b], a integral 


[rou 


representa a área abaixo do gráfico de f entre a e b (ver Figura 6.10(a)). 
Da mesma forma, 


G(x) = [oa 


nos dá a área abaixo do gráfico de f entre a e x (ver Figura 6.10(b)). Podemos observar que G(a) = 0 e G(b) nos dá a 
área da Figura 6.10 (a). 


y=10) y=10) 


(a) 
Figura 6.10 


Vamos, agora, determinar a derivada da função G(x). Temos a seguinte proposição. 
6.10.1 Proposição Seja f uma função contínua num intervalo fechado [a, b]. Então a função G: [a, b] > IR, 
definida por: 
x 
Gla) = [ rua, 
la 
tem derivada em todos os pontos x € [a, b] que é dada por: 
G'(x) = f(x), ou seja, 
ар 
£ [rex = ron. 
Prova: Vamos determinar a derivada G'(x), usando a definição: 


oss ja Se * ad -GQ) 
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Temos: 
x 
оо) = [row 
2 
Im 
G(x Ax) = | f(t)dr; 
2 


кАк + 
G(x + Ax) - G(x) = | @а)й — Ї 22 
Usando a Proposição 6.9.6, podemos escrever: 


| хов = [roa [ rayar 


e, entáo, 


x + Ax 


G(x + Ax) — G(x) = [гоа + [ fa) — [тоа 


la k 
prex 
- | 11077 
Como f é contínua em (х, x + Ах], pela Proposição 6.9.10, existe um ponto x entre x e x + Ax tal que 
хаах » 
Í fü)dr = (x + Ax — x)f (x) 
= f(x)Ax. 


Portanto, 


lim 


im + Az) = G(2) _ lim 26045, 


А0 Ах ao Ах 
= dme). 


Como x está entre x e x + Ax, segue que X — x quando Ax > 0. Como f é contínua, temos: 


dimfG)- limf(x) = f. 


Logo, 
p = f(x), ou seja, 
G'(x) = f(x). 


Observamos que, quando x é um dos extremos do intervalo [a, b], os limites usados na demonstração serão limites 
laterais. G'(a) será uma derivada à direita e G'(b), uma derivada à esquerda. 

Uma importante conseqüéncia desta proposição é que toda função f(x) contínua num intervalo [a, b] possuí uma 
primitiva que é dada por 


G(x) = [rar 
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Outro resultado importante obtém-se da análise geométrica. Voltando à Figura 6.10, podemos dizer que a taxa de 
variação da área da Figura 6.10(b) com relação a t é igual ao lado direito da região. 
Podemos, agora, estabelecer formalmente o Teorema Fundamental do Cálculo. 


6.10.2 Teorema Se fé contínua sobre [a, b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo, então: 
v 
[ro = F(b) - F(a). 


Prova: Como f é contínua sobre [a, b], pela proposição 6.10.1, segue que: 
x 
G(x) = | /@)а 
é uma primitiva de f nesse intervalo. 
Seja F(x) uma primitiva qualquer de f sobre [a, b]. Pela Proposição 6.1.5, temos que: 
F(x) = G(x) + C, V x € [a.b] 
fb 


Como G(a) = [ra =0 e G(b) -| f (t)dt. calculando a diferença F(b) — F (a), obtemos: 


F(b) — F(a) = (G(b) + c) — (G(a) + c) 


= G(b) — G(a) 


= [roa -0 


= [ro 


b 


Observamos que a diferença F (b) — F (a) usualmente é denotada por F(t)| . Também escrevemos: 
a 


" 
[гоа = F(x)| = F(b) — F(a). 


6.10.3 Ехетріоѕ Calcular as integrais definidas: 


3 
a ЕД 
1 


1 
Sabemos que F(x) = > é uma primitiva de f(x) = x. Portanto, 


-mj2 
Gi) | costdt. 
b 


A função F(r) = sen t é uma primitiva de /(1) = cos t. Logo, 
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ud 


А Е 
[ cos idt = sent = аёл xen 1, 


0 lo 


1 
(iii) | (8 – 4х2 + 1)dx. 
o 


Usando as propriedades da integral definida e o Teorema Fundamental do Cálculo, temos: 


1 1 1 ' 
[tear + Das = [=a a [as + [as 
lo lo 1 b 
An 3n 1 
=Ж aa asl 
а 0 0 


lI 

! 
P 
S 


Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida 


Ps | хах 
Fa 


" " e du 
Para isso, fazemos a substituição u = x? + 1. Temos, então, du — 2x dx ou xdx = 75 Portanto, 


j= [42 - 2 [9 - 1i ui +e 


u 2) u 
1 2 
-ghG e) +e. 


Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos: 


[ xdx 
0 


Impe 1) 


o 
1 1 
= 5182-51 


1 
=5№2 


Observamos que, para resolver esta integral, também podemos fazer a mudança de variáveis na integral definida, 
desde que façamos a correspondente mudança nos limites de integração. 
Ao efetuarmos a mudança de variável fazendo u = x? + 1, vemos que: 


x=0=u=1; 


Ш 
to 


x=1>u 


Então, 
! xdx 2du/? 1fdu 1 Ч 
` =5| => ul 
Tang Qu 2и 2 1 
1 1 
=5(n2-In1)= 52. 
(v) [ ea. 


h 


Calculamos primeiro a integral indefinida 7 = [eere 
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Fazendo и = —x? + 1, temos du = —2xdx ou x dx = ый, Assim: 


— du -1 -1 
= |ë. s= udu = u 
fe 2 2 feau 296 + E 


6.11 Exercicios 


2 2 2 
1. Calculando as integrais / = [rasa = [as el = fas obtemos Д = 7/3, h, = 3/2 e Д = 1. Usando 
1 1 1 


esses resultados, encontrar o valor de : 


2 
a | (6x — 1)dx b) 
h 
2 
o [6-06 -24: d) 
1 
2. Sem calcular a integral, verificar ав seguintes desigualdades: 
3 а 
а) [Ge + a) dx= | (21? + 5)dx b) 
1 ' 
т 
2) | sen x dx = 0 d) 
lo 


4, ) 
3. Se | Фах = 3 calcular [Vea 
o 1 


2 Bs. 2 
4. se [ 9cos?idt = E. сои | - cos'8 de. 


lo lo 


2x(x + 1) dx 


Seo 


2 
[ (3x + 2)'dx. 
1 


— cosxdx > 0. 


ла 


270 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
pesa 


5. Verificar se o resultado das seguintes integrais é positivo, negativo ou zero, sem calculá-las. 


20 27 
dx 

9| 33 b) | sen tdt 
3 3 

o [ex nar d) | (x? — 2x — 3)ах. 
2 1 

6. Determinar as seguintes derivadas: 
a) al Vi+4dt b) 


d 
c) 5! sen tdt. 


7. Em cada um dos itens a seguir, calcular a integral da função no intervalo dado e esboçar seu gráfico. 


2x+5,-1=x<0 E 

a) ЫР dese emi] 

b) f(x) = Isen xl; em [— r, т] с) f(x) = 21х1; em [-1, 1] 

d) fG) == Pent e) f(x) = sen x + Isen xl; em [—7, т] 


f) f(x) = sen x + lcosxl, em [—7, 71]. 
8. Mostrar que: 


т ” 
а) | sen 2xcos 5x dx = 0 b) | cos2x cos3x dx = O 
-a 


= 


т 
с) | sen 5xcos2x dx = 0. 


-т 


(Sugestão: Usar as fórmulas 
sen mx sen nx = 7 [cos (m — n)x — cos (m + п) х], 


sen mx cos nx = 7 [sen (m + n)x + sen(m — n)x] e 


! 


js юре pje 


cos mx cos nx [cos (m + n)x + cos (m — n)x), 


onde m e n são dois números inteiros quaisquer.) 


9. Se f(x) é contínua e f(x) = M para todo x em [a, b], provar que: 


b 
[рое = M(b - a). Ilustrar graficamente, supondo f(x) = 0. 


10. Se f(x) é contínua e m = f(x) para todo x em [a, b], provar que: 


b 
m(b — a) < 22 Ilustrar graficamente, supondo m > 0. 


1. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 


34. 


35. 
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a 


Aplicar os resultados dos exercícios 9 e 10 para encontrar o menor e o maior valor possível das integrais dadas a 


seguir: 


4 
a) | 5хах 


з 


4 
c) [ix nar 
1 


Nos exercícios 12 a 34, calcular as integrais. 


2 
х(1 + x)dx 
zi. 


5 
V2x—1dx 
1 


з 
xV1+xdx 
0 


cosx 


as dx 
b (1 + senx)? 


2 
VAx(V/x + V5)dx 
b 


2 
xln x dx 


Seja f contínua em [—a, a]. Mostrar que: 


a) Sefé par, então | f(x)dx = 2| f(x)dx. 
1 


b) 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


ү 
2xdx 
-2 
" 
(xt — 8x? + 16)dx. 
-1 


o 
(х2 — 4х + 7)dx 
-3 


° 
2t V/t dt 
A 


Зт/4 
sen xcos хах 
mj 
2v 
Isen х14х 
h 


4 
lx? — 3x + 214х 


lo 


f^ уау 
¿(9-2)? 
Ë dx 


‚ х(Мх +1) 


т? 
sen? x & 


0 


4 
(2x + 1) dx 


250 eW — Sx2 
— 06% 


h ES 


(Ya 
Р П 


a 
b) Se fé ímpar, então [ f(x)dx = 0. 
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36. Usar o resultado do Exercício 35 para calcular: 


т 
а) | 2sen xdx b) [ SE dr 
-т 


-т 


1 
с) | (x! + х?)ах. 
-1 


6.12 Cálculo de Áreas 


O cálculo de área de figuras planas pode ser feito por integração. Vejamos as situações que comumente ocorrem. 


6.12.1 Caso | Cálculo da área da figura plana limitada pelo gráfico de f, pelas retas x = a, x = be o eixo dos x, 
onde fé contínua e f(x) = 0, V x € [a, b] (ver Figura 6.11). 


Y 
у= f) 


a bx 
Figura 6.11 


Neste caso, a área é dada por: 


» 
A= [гоа 


6.12.2 Exemplo Encontre a área limitada pela curva у = 4 — x^ e o eixo dos x. 


A curva у = 4 — x? intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 е 2 (ver Figura 6.12). 


ÉN 


Figura 6.12 


No intervalo [—2, 2], у = 4 — x^ = 0. Assim, a área procurada é a área sob o gráfico de y = 4 — x^ de —2 até 2. 


Temos: 
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2 


A= fa = x2)dx = (ax = =) » 


-|8-89-(-8-523| -2 


Portanto, A — 32/3 (32/3 unidades de área). 
6.12.3 Caso Il Cálculo da área da figura plana limitada pelo gráfico de f, pelas retas x = a, x = be o eixo x, onde 


fé contínua e f(x) = 0, V x € [a, b] (ver Figura 6.13). 
É fácil constatar que neste caso basta tomar o módulo da integral 


b 
[ f(x)dx, ou seja, 


A= 


[roa 


Figura 6.13 


6.12.4 Exemplos 


(i) Encontre a área limitada pela curva y = —4 + х? e o eixo dos x. 


A curva y = x° — 4 intercepta o eixo dos x nos pontos de abscissa —2 e 2 (ver Figura 6.14). 


Figura 6.14 


No intervalo [—2, 2], y = x? — 4 = 0. Assim: 


A= 


2 
| (x? — 4)ах 
-2 
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We 


Gi) Encontre a área da região S, limitada pela curva у = sen x e pelo eixo dos x de O até 27. 


Precisamos dividir a região 5 em duas sub-regiões Š, e S; (ver Figura 6.15). 


Figura 6.15 


No intervalo [0, т], у = sen x = 0 e no intervalo [т, 27], у = sen x = 0. Portanto, se Aj é a área de S, e A; é a 
área de $5, temos: 


А= А +A 
т 2m 
= [еа хах + | зеп хах 
lo т 
ul 27 
=—cosx| + |—cosx| 


lo 


= — созт + соў0 + |—cos2m + созт! 
d 
-2-(-1)*14 1-14 (-1)I 


= 40а. 


6.12.5 Caso lll Cálculo da área da figura plana limitada pelos gráficos de fe g, pelas retas x = ae x = b, onde f 


e g são funções contínuas em [а, b] e f(x) = g(x),V x € [а,Ь], 
Neste caso pode ocorrer uma situação particular onde, fe g assumem valores não negativos para todo x € [a, b] (ver 
Figura 6.16). 


Figura 6.16 


Então, a área é calculada pela diferença entre a área sob o gráfico de f e a área sob o gráfico de р, ou ainda, 


A= [ro - [ког 
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casi 


b 
= | G) — g(x))ax. 


Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos x deslocado de tal maneira que as funções 
se tornem não-negativas, V x € [a, b]. 


Observando a Figura 6.17, concluímos que: 


h 
A 2 A= | (AG) 09) 


7 
= | со) - воа. 


o 


Figura 6.17 


6.12.6 Exemplos 
0) Encontre a área limitada por y = x° e y = x + 2. 
As curvas y = x? e y = x + 2 interceptam-se nos pontos de abscissa —1 e 2 (ver Figura 6.18). 
No intervalo [—1, 2] temos x + 2 = x^. Então, 


2 2 3 
a [ хэ-жих-( 2-5) 


2 


-1 


Figura 6.18 
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(ii) Encontre a área limitada pelas curvas y = x° e y = x. 
As curvas y = x° e y = x interceptam-se nos pontos de abscissa —1, O e 1 (ver Figura 6.19). 


Figura 6.19 


No intervalo [— 1, 0], x < x? e, no intervalo (0, 1], x > x°. Logo, 


A 


lI 


1 
f (х3 — x)dx + [e = x)dx 
zi 


06-9 
& 2/4 (3 3 


= us, 


" 


lo 


Observamos que poderíamos ter calculado a área da seguinte forma: 


1 
A= 2| (x = x)dx = Lamas, 
2 
J 


pois a área à esquerda do eixo dos y é igual a que se encontra à sua direita. 


(iii) Encontre a área da região limitada pelas curvas у = x? - ley = x + 1. 
As curvas y = x! — le y = x + 1 interceptam-se nos pontos de abscissa — 1 e 2 (ver Figura 6.20). 


Y 


Figura 6.20 


No intervalo [—1, 2], x + 1 = x? — 1. Logo, 


2 
A= | [(х + 1) ~ (х2 — 1)]dx 
-1 
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D 
ин! 
гэ 
| 
ч 
+ 
to 
a 
x 


"I 
ees 
SI 

! 
elt 

: 

Š 
ч 
Re 


= 9/2 u.a. 


(iv) Encontre a área da região 5 limitada pelas curvas y — x = 6,у — х? = 0e2y + х = 0. 
Devemos dividir a região em duas sub-regiões S, e 5 (ver Figura 6.21). 


Figura 6.21 


No intervalo [—4, 0], a região está compreendida entre os gráficos de y = ey = 6 + x ( região Sj). 


No intervalo (0, 2], está entre os gráficos de y = x° e y = x + 6 (região S3). 
Se A, é a área de S, e A, é a área de S,, então a área A procurada é dada por A = A, + A). 


Cálculo de Ay: No intervalo [-4, 0], 6 + x = — 7 Assim: 


M 


A; [us + x) — (-x/2)dx 
-4 


Ju 
3x 
- 6+ B 
Цез 
2\ |0 
(s * =) 


= 12 u.a. 


E 


Cálculo de A5: No intervalo (0, 2], 6 + x = x°. Então, 


2 
Аз = [us + x) — x?]dx 
0 


x x 
= (к +®-®) 


= I0 ua. 
` 


2 


lo 


Portanto, A = A, + A;7 12 + 10 = 22 u.a. 


H 
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6.13 Exercicios 


11. 


13. 


15. 


17. 


21. 


23. 


25. 


26. 


28. 


30. 


Nos exercícios de 1 a 29 encontrar a área da região limitada pelas curvas dadas. 


.x=1/2x=Vyey=-x+2 2. 
.ye5-xey-x*3 4. 
.y-21-xey-2-3 6. 
.х-у,-х-2,у--26у-3 8. 
.y-eux-0x-1ley-0 10. 
y=Inx,y=0ex=4 12. 
y = sen x ey = —sen x, x € [0,27] 14. 
y=coshx,y=senhxx=-lex=1 16. 
y=x+1lex=-1 18. 
уеде 20. у= 
1 1 
1 уу 26 16хэ-3 22. 
y=4- х?еу= х2 — 14 24. 
yc2yc27ey-ca4 26. 
у = агсѕеп х,у ="/2ex=0 27. 
у= lx —2l ey = 2 — (x - 2)? 29. 


Encontrar a área das regiões 5, e S>, vistas na figura a seguir: 


yéeddxex^e2y 
15 6 
= -02еу= 
y 6 y 
х+у=3еу+ х2 = 3 
у= х - хеу= 0 
х= уех= у 


у= ах, х= 1еу=4 
у = соѕхеу = Е 
y=tgx,x=0ey=1 


y-sen2x, y = x + 2, x = Qe x = п/2 


x=y+lex+y=7 
у = агсѕеп х,у = п/2ех= 0 
x 
y 2, xc 2x SDE y= 0 


y= e -—lgy--sex-. 


Carituto 6 Introdução à integração 279 


6.14 Extensões do Conceito de Integral 


Até o momento, calculamos integrais de funções contínuas definidas em intervalos fechados e limitados. Em diver- 
sas aplicações surge a necessidade de relaxar algumas dessas condições. Nas seções que seguem vamos estender o con- 
ceito de integral para as seguintes situações: 


* integrais de funções contínuas por parte; 
ë integrais com limites de integração infinitos; 
8! integrais com integrandos infinitos. 


Integrais de Funções Continuas por Partes 


6.14.1 Definição Dizemos que f(x) é contínua por partes em [a, b] se pudermos subdividir o intervalo [a. b] em 
um número finito de subintervalos. 


[a,b] = [a = xo xi] U [5.0] U ... U [Xni x, = b] 


de tal forma que f(x) é contínua em cada intervalo aberto (х; _1, x,) e para cada i existem os limites laterais corres- 


pondentes. 


lim f(x) e lim f(x). 
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6.14.2 Exemplos 
G) А função f: [0, 4] > IR 


х,0=х=2 
Ў) = {1,24 


é uma funçào contínua рог partes definida по intervalo [0, 4]. А Figura 6.22 mostra о seu gráfico. 


vx 


Figura 6.22 


(i) А função f:IR > IR 
f(x) = x — [x] 


sendo [x] a parte inteira de x, isto é, o menor inteiro menor ou igual a x, é uma função contínua por partes. A Figura 6.23 
mostra o gráfico dessa função. 


Figura 6.23 


6.14.3 Cálculo da Integral de uma Função Continua por Partes 
Podemos calcular a integral definida de uma função contínua por partes como segue: 
b 


[roya = [гов + [rivas „+ [re 


6.14.4 Exemplos 


х, == =2 


3 
G) Calcular / = fras sendo f(x) = dn -2, 2<x=<3 
4 


Temos lxl = A E E À 

Portanto, 

3 2 3 

frear = | Ixldx + | Ix — 214х 
” 2 


0 2 + 
JE 
ер 0 2 
jo 2p E Mi 
Si +=) + [> = 2x 
Zla Fi 2 А 


! 
Ww — 
4 ° 
+ 
np 
хий 
QS 
bie 
! 

° 
<— 
+ 
ES 
No 

! 

a 
хэ» 

! 
Penn 
NIS 

! 
ES 
RI 
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p: 


A Figura 6.24 ilustra esse exemplo. É interessante observar que o resultado representa a área hachurada e também 


poderia ser obtido por geometria elementar. 


Figura 6.24 


П 
(ii) Escreva uma expressão рага F (t) = [rivas sendo f(x) = 
0 


A Figura 6.25 ilustra o gráfico de f (x). 


л 


Para t € (0, 1], temos: F(t) = | хах = 


mis 


x0=<r<1 
2,1 


ў 
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Para t € (1.2]; vem: 


1 A 1 
F) = [лов = | aes [2а 
d 0 л 


1 


T 
5 + 2x 
al 
1 

=> 2-2 
ga 2 
e: 

биа 
2 

Logo, 

5 0=г=1 

(1) = 3 
Bp 


Na Figura 6.26 apresentamos o gráfico da função F (r) obtida. É interessante observar que F (1) é contínua, mas 
não é derivável no ponto г = 1, que é o ponto onde a função dada f (r) não é contínua. Nos demais pontos ela é deri- 
vável e sua derivada é dada por F'(1) = f (t). 


-1 1 2 3 


Figura 6.26 


Integrais Impróprias com Limites de Integração Infinitos 
Em diversas aplicações, especialmente em estatística, é necessário considerar a área de uma região que se estende 
indefinidamente para a direita ou para a esquerda ao longo do eixo dos x. 


Na Figura 6.27 (a) (b)e(c) ilustramos as diversas situações. As áreas de tais regiões “infinitas” podem ser calcu- 
ladas usando as integrais impróprias que serão definidas a seguir. 


Y 


2 


Figura 6.27(a) Figura 6.27(b) 
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Figura 6.27(c) 


6.14.5 Definição 


E 


(a) Se fé contínua para todo x = a, definimos [roas = lim | f(x)dx se este limite existir. 
bota 


b 
(b) Se fé contínua para todo x = b, definimos | гсдах = lim | f(x)dx se este limite existir. 
nec 


s—== G— 


0 D 

(c) Se fé contínua para todo x, definimos КЕ = lim [roa + lim [eoo se ambos os limites 
a [e 

E a o 


existirem. 


Para os itens (a) e (b), temos que, se o limite existir, a integral imprópria é dita convergente. Em caso contrário, ela 
é dita divergente. No caso do item (c), se ambos os limites existirem, a integral imprópria é dita convergente. Se pelo 
menos um dos limites não existir, ela é dita divergente. 

É importante notar que o cálculo das integrais impróprias reduz-se ao cálculo de integrais definidas e de limites. Por 
exemplo, no item (a), calculamos a integral definida no intervalo [a, b], considerando que o limite inferior a é fixo e o 
limite superior b é variável. A seguir, fazemos b mover-se indefinidamente para a direita, isto 6, b — + ^o. 

As figuras 6.28 a 6.30 ilustram as diversas situações: 


Y 


b5+o 


Figura 6.28 Figura 6.29 


Figura 6.30 
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6.14.6 Exemplos 


1 
à direita de x = 7 


(i) Calcular a área sob a curva y = 


A Figura 6.31 mostra a área que desejamos calcular. 


Y 


ю o + 


E 


152 253 35 


Figura 6.31 
Temos: 
dx 9 dx 
Тэв | o = 
л amm ho x 
р 
= lim —— 
вээ Х| 
caue [ecd 
юэ) b 1/2 
=2 


Portanto, a integral I converge e a área procurada é dada por A = 2 u.a. 


(i) Calcular, se convergir, a integral / = [a 
(4- xy? 


Temos: 


5 1 " š А 
Logo, a integral I converge e seu valor é 1 = > Na Figura 6.32 ilustramos este exemplo. É interessante observar que 


o resultado obtido representa a área da região ilimitada, situada abaixo da curva y = Эв à esquerda de х = 2. 
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Figura 6.32 


(iii) É possível encontrarmos em número finito que representa a área da região abaixo da curva y= 


xl. 
х 


+= 


: š š В 1 
Devemos verificar se а integral imprópria / = | = dx converge ou diverge. 


1 
Temos, 


b b 
I = lim [2- lim In (хі 
X bos 


boe Ji i 


I = lim [In b — In1] 
bm 
= +=. 


Logo, a integral imprópria diverge e, dessa forma, a resposta à pergunta formulada é não. 


+= 


" i m. dx 
(iv) Calcular, se convergir, / = | 243 
Temos: 

? dx "048 dx 
25 САР za dm | xx3 


1 b 
im arc tj 
VS liu 


а 1 
dim vara 


-a 


! 
im 
E 
5 
= 
š 
do 
E 
— 
+ 
iz 
iB 
&- 
di 
T 
E 


т 
Logo, a integral imprópria converge e seu valor é / = vA 


E 
(v) Verificar se / = [sen x dx converge ou diverge. 
0 
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Temos: 


= 
! 


b 
lim | sen x dx 
кэ do, 


jb 


lim —cos x 
bom 


lo 


lim [-cos b + 1], 


b> +e 


Como lim cosb não existe, segue que a integral imprópria diverge. 
bos 
(vi) Uma aplicação interessante das integrais impróprias é estimar a quantidade total de óleo ou gás natural que 
será produzida por um poço, dada sua taxa de produção. 


Vamos supor que engenheiros de produção estimaram que um determinado poço produzirá gás natural a uma taxa 
de f(t) = 700e-9?' milhares de metros cúbicos mensais, onde r é o tempo desde o início da produção. 


Estimar a quantidade total de gás natural que poderá ser extraída desse poço. 


Como queremos conhecer o potencial de produção do poço, assumimos que o mesmo será operado indefinidamente. 
Então, a quantidade total de gás natural que poderá ser extraída é dada por: 


25 
! 


| 700e "2 аг 
lo 


f 


lim [ 700 e "dt 


тээх), 


Ш 


т 
700 lim | са 


! 


тээх 
Vamos resolver primeiro a integral indefinida 
h= forzar 


Fazendo a substituição и = — 0,21, du = —0,2dt, vem: 


du 
= |e. 
1, =02 
=—5 je + du 
= —5e@ + 
= Se + c. 
Portanto, 


T 
I = 700 lim — Se 9? 


> + lo 


CariruLO 6 Introdução à integração 228722 


= 700 [im = Se” + | 
= 3.500. 
Logo, o potencial de produção desse poço é de 3.500 milhares de metros cúbicos de gás natural. 


Integrais Impróprias com Integrandos Infinitos 

Na seção anterior introduzimos as integrais impróprias com limites de integração infinitos, possibilitando calcular 
área de regiões ilimitadas. como exemplificamos nas Figuras 6.27. 

Na Figura 6.33 ilustramos outras regiões ilimitadas cuja área, em alguns casos, pode ser calculada usando integrais 
impróprias. 


Y 


Figura 6.33(a) Figura 6.33(b) Figura 6.33(c) 
Temos a seguinte definição. 
6.147 Definição 
(a) Se f é contínua em [a, b) e lim f(x) = +, definimos: 


b s 

[jos - lim | сох 

a : a 

se este limite existir. 

(b) Se fé contínua em (a, b] e lim f(x) = +% definimos: 
14 


b b 
( = tim [Cide 


se este limite existir. 
(c) Se f é contínua para todo x Є [a, b], exceto para x = c € (a, b), e tem limites laterais infinitos em c, definimos: 


frias = lim Jroa + im | rends 


se ambos os limites existirem. 

Para os itens (a) e (b), temos que, se o limite existir, a integral imprópria é dita convergente. Em caso contrário, ela 
é dita divergente. No caso do item (c). se ambos os limites existirem, a integral imprópria é dita convergente. Se pelo 
menos um dos limites nào existir, ela é dita divergente. 
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Nas figuras 6.34 a 6.36 ilustramos as três situações. 


Y 


ager b 


Figura 6.34 Figura 6.35 Figura 6.36 


É importante observar que as integrais impróprias com integrandos infinitos têm a mesma notação que as integrais 
definidas. Na prática, sempre que nos deparamos com uma integral definida, devemos analisar a função integrando para 
verificar se não estamos diante de uma integral imprópria. 


6.14.8 Exemplos 


(i) É possível encontrar um número finito que representa a área da região abaixo da curva y = 
valo (0.16]? 


16 


" " а жы x " 
Devemos verificar se a integral imprópria / = | A converge ou diverge. 
x 


0 


Temos: 
16 
= [2 
Um) V 
16 
- lim 2Vx 
= lim (8 — 2V7) 
=8. 


Logo, a integral imprópria converge e a área da região dada é A = 8 u.a. 
A Figura 6.37 ilustra este exemplo. 


2 4 6 8 10121416 
Figura 6.37 
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Gi) Ё possível encontrar um número finito que representa a área da região abaixo da curva para y = ¿ro 
intervalo [0, 1)? is 


Na Figura 6.38 apresentamos a região dada. 


Figura 6.38 


' 
Devemos investigar se a integral imprópria / = | 


ах 7 
1-3 converge ou diverge. 


o 
Temos: 


17 im | ах 


sr 


= lim = In (1 — x) 
= lim[ — In (1 — s) + In1] 
= +=, 


Portanto, a integral imprópria diverge, não sendo possível encontrar um número finito que representa a área da 
região dada. 


7 
(iii) Investigar a integral / = 5-2 n 25 
2 


Neste exemplo a fungáo integrando é contínua, exceto no ponto x = 1. Além disso, ela tem limites laterais infini- 
tos nesse ponto. 


Temos, então, 


5 Ч 
А ах š dx 
un [s spem | (x— D 


5 ú 
+ lim3(x — 1)'^ 
-2 nc lr 


= lim3(x = 1)'^ 
m 


lin3(s — 194 — 3(-3)9] + lim[3 - 65 — 3(r — 1)18] 


(0 + 3N/3) + (3V/6 — 0) 
=3(V3 + V6). 
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Logo, a integral imprópria converge e seu valor é 3(3 + V). A Figura 6.39 ilustra este exemplo. 


12345678 


Figura 6.39 


7 
" A š dx 
(v) Investigar a integral Г = | EG. 
(х= 1) 
EI 
Como no exemplo anterior a função integrando é contínua em todos os pontos do intervalo de integração, exceto no 
ponto x = 1, onde tem limites laterais infinitos. Temos: 


" dx " dx 
ЫЗ 35 


= r 


Vamos ilustrar, neste exemplo, como é interessante calcular separadamente os limites, pois basta um deles não exis- 
tir para a integral imprópria ser divergente. 

Temos: 
lim e 
il = 
sj (x — 1)? 

E 


= +0 


Logo, a integral imprópria diverge. 


6.15 Exercicios 


1. Dar um exemplo de uma função contínua por partes definidas no intervalo [—4, 4]. 


2. Calcular a integral das seguintes funções contínuas por partes definidas nos intervalos dados. Fazer o gráfico das 
funções dadas, verificando que os resultados encontrados são coerentes. 


-xl-2zxz-1 
а ийг х 0=х=1 


a ГО) ={-х, -1«xx1 5» fe E ї<х=2 
z Le хээ2 di = 


n. 


12. 


. Investigar a integral imprópria | 


E 
d. 
. Mostrar que J 
1 


. Encontrar a área sob o gráfico de y = 
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2 == 1 
c) f(x) = (|х|. -1<x=1 
2, 1<х=3 


. Calcular a integral das seguintes funções contínuas por partes. 


1 
sen 2x, 05:52 RT” 
а) Рб) — ж b РӘ) = (к= 1) 2<х=4 

1+ cosx, «xxm 


0=х=2 


tex 0=х= 


eo (а) = 


т 
cos 3x, wp dee 


. Encontrar a área sob a curva y = e^", x = 0. 


1 
Ey 
7 


é divergente. 


0 
» Verificar se a integral | e dx converge. Em caso positivo, determinar seu valor. 


b += 


. Darum exemplo de uma função f, tal que pm frear existe, mas a integral imprópria frear é divergente. 
> +. 


ыг e 


. Encontrar a área sob o gráfico da curva у = (x + 1) 77, х = 15. 


1 
= — Para x = 1. 
GHI” 
Engenheiros da Petrobras estimaram que um poço de petróleo pode produzir óleo a uma taxa de: 


P(t) = 800" — R0e 034 milhares de barris por més, onde 1 representa o tempo, medido em meses, a partir do 
momento em que foi feita a estimativa. Determinar o potencial de produção de óleo desse poço a partir dessa data. 


Investigar as integrais impróprias seguintes. 


o 
a) | edx b) | x.e "dx 


E += 


o) а d) E 


9+x? 


1 E 
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T dx T 44х 
9 5-2 ^ |z 
e 0 
+= += Я 
4x 
8) [zas r>0 h) |= dx 
0 -= 


1 
13. Determinar a área sob a curva у = oc no intervalo [0, 4). 
=£ 


14. Investigar as integrais impróprias. 


1 1 
dx dx 
9) | à — 8 i [2 
0 ыг | 
3 5 
4х 
» | ° | 
5 9-х? 
0 
2 +. = 
| x dx D = de 
5) Lx Vx 
э 0 


А ' ' 
2 114 
15. Verificar que ti J + | r3 — 0, mas a integral imprópria | еле. 


4 
16. Encontre os valores de n para os quais a integral [xax converge (n E Z). 
0 


Neste capítulo, apresentaremos, inicialmente, alguns métodos uti- 
lizados para resolver integrais envolvendo funções trigonométricas. 


A seguir, veremos a integração por substituição trigonométrica e a 
integração de funções racionais por frações parciais. 


Finalmente, abordaremos as integrais racionais de seno e cosseno 
usando a substituição universal e as integrais envolvendo raizes 
quadradas de trinômios do segundo grau. 


——- і 


7.1 Integração de Funções Trigonométricas 
7.1.1 As integrais [sen u due [eos udu 
As integrais indefinidas da função seno e da função cosseno estão indicadas na tabela da Seção 6.1.9. Temos: 
ITE —cosu + Ce 
[cos u du = senu + C. 
7.1.2 Exemplos Calcular as integrais: 
(1) Je + 1) sen (x + 1)%dx. 


Usando o método da substituição (Seção 6.3), fazemos и = (x + 1)?. Então, du = 2(x + 1)dx. Temos: 


1 
Je + 1) sen (x + 1)'dx = É sen udu 
zs su + С 
= —geosu 
= ost +1) +С 
E 3 А 
1 
(ii) [^ cos (e™)dx. 
o 
Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida: 


p= J^ cos (e?) dx. 
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Para isso, fazemos a substituição и = e”. Temos, então, du = 2e?*dx. Portanto, 


I= [ 


=уепи+с 


sen (e™) + C. 


юре 


Logo. pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos: 


1 
[z (e%) ах = Esen (e) 


1 

iJ 
1 2 

- (sen е — sen 1). 


7.1.3 As integrais fu udue [юв udu 


As integrais indefinidas da função tangente e da função cotangente são resolvidas usando o método da substituição, 
como foi visto no Exemplo 6.3.1 (iv). Temos: 


sen u 
| аи 

сози 
—Inlcosu| + C 


= In|(cosu) !! + C 


! 


fis udu 


=Inlsecul + C; 


Joe udu = fes du 
senu 


= Inlsenul + C. 
7.1.4 Exemplos Calcular as integrais: 


@ | чуз 4% 
x 


1 
Fazemos и = Vx. Então, du = 7 dx. Temos: 
2Vx 


| te Vx 


VE = 2 Inlsec Vxl + C. 


ái) [oso T" 


Fazemos u = In x. Então, du = 1/xdx. Temos: 


Jeu as = Inisen (In x)! + C. 
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71.5 As integrais [ udu e = ийи 


Nestas integrais usamos um artifício de cálculo para podermos aplicar о método da substituição. 


Na integral da secante, multiplicamos e dividimos o integrando por sec u + tg u. Temos: 


[sec udu а рево au 


secu + tgu 


Fazemos v = sec u + tg u. Então, dv = (secu * tg u + sec ^u) du. Portanto, 


dv 
[<= u du = ЇЕ 


=InfH+C 
= Inlsecu + tgul + C. 


Na integral da cossecante, multiplicamos e dividimos o integrando por cosec u — cotg u. Temos: 


cosec u (cosec u — cotg u 
cosec udu = ense = cent s 
cosec u — cotg u 


Fazemos v = cosec u — cotg u. Então, 
dv = [-cosecu * сори — (—cosec?u)] du 


= (cosec?u — cosec u - cotg u)du. 


Portanto, 


Jesse udu = Ё 


= In [y] + € 


= In lcosec u — cotg ul + C. 


7. 


.6 Exemplos Calcular as integrais: 
(i) [sec (5x — т)ах. 
Fazemos u = 5x — 7. Entáo, du = 5dx. Portanto, 
1 
sec (5x — m)dx = s secudu 


= Lim sec (5x — п) + tg (5x т) +С. 


H езеп 29 


Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida 


I | do 
sen 20 
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Para isso, fazemos и = 20. Então, du = 240. Portanto, 


| се Гез 


ѕеп 20 


= à | юмс udu 


In Icosec 20 — cotg 20| + C. 


Logo, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos: 


1 тз 
| ae = 5 In|cosec 20 — cotg 20| 
l Sen20 2 „% 
1 2т 27 1 т т 
x cosec = = 073) 2" совест — eot 
1 
= = 3. 
2 


7.2 Integração de Algumas Funções Envolvendo Funções 
Trigonométricas 


7.2.1 As integrais [era du e [еч du, onde п é um número inteiro positivo 


Nestas integrais, podemos usar artifícios de cálculo com auxílio das identidades trigonométricas. 


зеп?х + cos х = 1 (1) 
miles 1 — cos2x 

2 2) 
ga 1 + cos2x 

2 (3) 


visando a aplicação do método da substituição. Os exemplos que seguem ilustram os dois possíveis casos: n é um número 
ímpar ou n é um número par. 

Estas integrais também podem ser resolvidas com o auxílio das fórmulas de redução ou recorrência, conforme vere- 
mos na Seção 7.2.11. 


7.2.2 Exemplos Calcular as integrais: 
G) | cos! xdx. 
Vamos, inicialmente, preparar o integrando para a aplicação do método da substituição. Observamos que o artifício 


que usaremos é válido sempre que n for um número ímpar. 
Fatorando convenientemente o integrando e aplicando a identidade (1), temos: 


соѕ x = (cos? х)? * cos x 
= (1 — sem x)?cosx 
= (1 — 2sen2 x + sen' x) cos x 
= cosx — 2 sen? х cosx + sen*x cos x. 


Portanto. 


Joss dx = СЕ — 2 sen? x cosx + sen*x cosx)dx 


[ока _ 2 [sentxcosxdr + Ге ах 


4.4. 2 
sen x — q sentx + ç sen x + C. 


Gi) ES 20 de. 
Usando o mesmo raciocínio do exemplo anterior, temos: 
sen? 20 = sen? 20 - sen 20 

= (1 — cos? 20) - sen 20 

= sen 20 — cos? 26 sen 26 


Portanto, 


[sen 20 de = fisen 20 — cos? 20 sen 20)4@ 


E 26 do — ES 26 sen 20 40 


1 1 
E cos20 + = cos! 20 + С. 


Gi) [sen x dx. 


А — 
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Neste exemplo n é um número par. Na preparação do integrando, usamos agora as identidades (2) e (3). Temos: 


sen!x = (sen? x)? 


> € = о) 
Е 2 


= (1 — 2 cos 2x + cos?2x) 


4 


1 + cos 4x 
2 


1 
-1(1-2ө8266 7 
з 1 1 
=== = += x. 
8 990820 q costa 
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Portanto, 


[o xdx = [Е = i cos2x + š cosas) dx 


1 1 
==p= 2 PA 
8* sen2x s> sen 4x +С. 


Observamos que o raciocínio usado neste exemplo é válido para as poténcias pares. 


7.2.3 As integrais ХХ du, onde m e n são inteiros positivos 


Nestas integrais, a preparação do integrando dever ser feita visando à aplicação do método da substituição, da 
mesma forma que foi feito em 7.2.1 e 7.2.2. 


Quando pelo menos um dos expoentes é ímpar, usamos a identidade (1) e, quando os dois expoentes são pares, 
usamos (2) e (3) e, eventualmente, também (1). 


7.2.4 Exemplos Calcular as integrais: 


G) Jens * cos x dx. 

Preparando o integrando, temos: 

ѕеп? х cos?x = (sen? x)? + sen x + cos? x 
= (1 — cos? х) -+ sen x : cos? xr 


= (1 — 2cos2x + cos*x)sen xcos? x 


cos^x sen x — 2cos* x sen x + cos! x sen x. 


Portanto, 
[sens xcosx dx = [= sen x — 2cos x sen x + cos? x sen x)dx 
= [= sen x dx — 2 [eos sen xdx 


+ [cos x sen xax 


= E cos? x + : cos” x — i cos” x + C. 
(ii) ее ах. 
Preparando о integrando, temos: 
sen? x cost х = sen? x (cos? x)? 
.1-co2x. 6 + өв2хү 
2 2 


(1 + cos2x — cos?2x — cos? 2х) 


| 
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1 + cos4x _ 


2 (1 — sen? 2x) 


-if + cos2x — 


1 1 1 
e + ge Я 
16 16 cos4x gen 2xcos2x. 


Portanto. 
[ке xcosx dx = ЇЕ M соѕ4х + НЭГ, 273) dx 
ы 16 16 8 


1 1 12” 
= gu = + sen? Я 
16* qq ten dz ag Sn 2x + E 


(ii) Je cos! x dx. 
Quando m e n são iguais, também podemos usar a identidade 
1 
sen xcosx = sen 2x. (4) 


Temos: 


1 4 
веп* х соз*х = 6 sen >) 


! 


1 (eni2xy 
16 (sen22x) 


Е x - soste) 
EU 2 


(1 — 2cos 4x + cos? 4x) 


1 1 + cos8x 
ав Ї эз gq E ARA 
40 2с054х 2 ) 
-— 054х + cos 8х. 
128 32º 128 


Portanto, 


3 
E *xcos?xdx = (E o эн cosi) dx 


128 32 128 

3 1 1 
=... p. S. — +C. 
128* 128 Sen dx + 1024 Sen 8x C. 


7.2.5 As integrais [27 e | du, onde n ё inteiro positivo 
Na preparação do integrando, usamos as identidades 
tgu=secu-le (5) 
cotg?u = cosec!u — 1. (6) 


Os artifícios são semelhantes aos usados nas seções anteriores. Temos: 
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tg"u = tg” u- Ти 


= tg"u(seciu — 1) 


e 
cotg"u = соц 2и * cotg?u 


= cotg" ?u(cosectu — 1). 


7.2.6 Exemplos Calcular as integrais: 


(1) еэ do. 
Preparando o integrando, temos: 


1030 = tg 30 - 10230 


tg 30(sec230 — 1) 


tg 30 sec230 — tg 36. 
Portanto, 
Je 30 de = Ja 30 sec? 38 — tg 30)d0 


1.44 1 
= —tg230 + — 301 + C. 
cid 3 л! cos381 + C 


(ii) Jw 2x dx. 
Preparando o integrando, temos: 
cotg*2x = cotg?2x · cotg?2x 
= cotg?2x (cosec?2x — 1) 
= cotg?2x · cosec?2x — cotg?2x 
= cotg?2x * cosec?2x — (cosec?2x — 1) 
= cotg?2x . cosec?2x — cosec?2x + 1. 
Portanto, 


|55 ах = [coe 2x * cosec? 2x — соѕес? 2x + 1)dx 


- =p eotg'2x + cog2r таа 


7.2.7 As integrais [cera due | өөс u du onde n é inteiro positivo 


Estas integrais, para o caso de n ser um número par, são revolvidas utilizando as identidades (5) e (6). Temos: 
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sec"x = (sec2x) 


= (tgx + 1) ^ : sec2x 


cosec" x = (cosec?x) 


= (cotg?r + 1) 2 + cosec?x. 
Quando n for ímpar, devemos aplicar o método da integração por partes visto na Seção 6.5. 
7.2.8 Exemplos Calcular as integrais: 


(0) feosec xdx. 


Preparando o integrando, temos: 


cosec x = (cosec? x)? cosec? x 


(cotg2x + 1)? · cosectr 


= (cotg'x + 2 cotg^x + 1)cosecx 


сойр! x cosec? x + 2 cotg? x совес x + соѕес? x. 


Portanto, 


coscetnaa = [coss cosec^x + 2 cotg?x cosec^x + cosec?x) dx 


- EI - 2 cos — cotg x + C. 


Gi) [ees 


Nesta integral vamos usar o método de integração por partes. Seja 


u=secx = du=secr-tgxdx 
dv—secxdx > у= [ses dx = ig x. 
Então, 


ЇГ = sec x * tg x — fix: secx хах 


secx-tgx— [e sec хах 


sec x: tgx — | өх = 1)secxdx 


=secxtgx— Ка + [sec xdx. 


Adicionando Ка а cada membro, obtemos: 
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2 [sees ах = secxtgx + [e dx 
= sec x tg x + Inlsecx + tg xl 


ou 


Ка = peers + сх + tg x| + C. 


7.2.9 As integrais Es usec"u due 7 du, onde т еп são inteiros positivos 


Quando m for ímpar ou n for par, podemos preparar o integrando para aplicar o método da substituição. 


Quando m for par e n for ímpar, a integral deve ser revolvida por integração por partes. Os exemplos que seguem 
ilustram os diversos casos. 


7.2.10 Exemplos Calcular as integrais: 
G) [e secóxdx. 
Neste exemplo n é par. Podemos, então, preparar o integrando para aplicar o método da substituição. Temos: 
tg'x sec*x = tg x(sec?x)?sectx 
= tg'x(tg'x + 1)2sec2x 
= tg'x(tg^x + 2tg? x + 1)sec2x 
= tgllysec2x + 2tg?x sec^x + 187Х sec'x. 


Portanto, 
ES secódx = [ee ѕес2х + 2tg^x secx + tg'x secx)dx 


1 12 1 10. 1 8 
= +0 += 3-6: 
12 gx s tg x gu E: 


(ii) [es secóxdx. 
Neste exemplo m é ímpar. Podemos, entáo, preparar o integrando como segue 
tg'x sex = (tg?x) tg x sectx sec х 

= (sec?x — 1) sectr sec x tg x 

= (sec!% — 3 secx + З sec°x — secx)sec x tg x. 


Portanto, 


[us secixdx = [к= — З ѕесіх + 3 secóx — sec^x)secx tg хах 


1 1 3 1 5 
- q secta m зех + gex = sex + С. 
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Observamos que, no exemplo (i), poderíamos preparar o integrando de forma idêntica à preparação do exemplo (ii), 
pois m = 7, isto é, m é ímpar. Os resultados seriam equivalentes. 


(iii) Je secxdx. 


Reescrevendo o integrando, temos: 


[es secxdx = [ees = 1)secixdx 


f sec'x — secix)dx 


Кеа - к ах. 


Recaímos em duas integrais que devem ser resolvidas por partes, como foi feito no Exemplo 7.2.8 9(ii). Temos: 


Jes secxdx — еа = [cas 


1 1 1 
= q sec tg — g Sex tg x — g Insee x + tgxl + C. 


Observamos que as integrais E 'xdx e [sec `x dx também podem ser calculadas usando a fórmula de recor- 
réncia que será dada na segáo seguinte, 


7.2.11 Fórmulas de Reducáo ou Recorréncia 


O método de integração por partes pode ser usado para obtermos fórmulas de redução ou recorréncia. A idéia é 
reduzir uma integral em outra mais simples do mesmo tipo. A aplicação repetida dessas fórmulas nos levará ao cálculo 
da integral dada. 


As mais usadas sáo 


= 
[era du — sen" lu cos u + = du; (7) 
l d п-1 п-2 
cos"u du = peos” u senu + cos" u du; (8) 
= n=2 Р" 
sec"u du = — — sec" биги + — 1 sec" ^u du; (9) 


1 = 
I du = cosec" 2и cotg u + 
n 


- [mee u du. (10) 


HE 
Prova de (7): Seja 


u =sen lu => du = (п — 1)sen" ?ucos u du 
dv = ѕепийи => у= [sen udu = — cosu. 


Integrando por partes, vem: 
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I = sen"^! u(— cosu) — [c cosu) * (n = 1) * ѕеп" и + cosudu 
= —sen"-lucosu + (n — 1) 257 da 
= —sen"^!ucosu + (n — DET = sen "u)du 
= —sen"^!u cosu + (n — 1) [cer = sen" u)du 
= —sen"^!u cosu — (n — Dj du + (n — 1) ема 
Somando (n — 1) | sen"udu em ambos os membros, obtemos: 


222 du = —еп" Їнсови + (n — 1) [sent uau 


ou 


п-1 


frentuau = E sen" tu cos u + frenu du, 

o que prova (7). 

7.2.12 Exemplo Aplicar uma fórmula de recorrência para calcular a integral 
[sen 2xdx. 
Fazendo u = 2x, temos du = 2 dx. Então, 


[rz dx = HET du 


A SL A 4 3 ] 
= Al g Sen ucosu + HE udu 


— ucosu + 2 — sen? ucosu + HE 
10 3; 3 


= 2 4 
= — sen! — — sen? == + 
10 sen” u cosu 15 sen” ucosu 15 cosu C 


-1 4 DEN 4 
= ca NC +ë 
то sen 2x cos 2x Tis 2x cos 2x 15 “Os 2x + C. 


7.2.13 Integração de funções envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes 
As identidades trigonométricas 


sen acosb = + [sen (a + b) + sen (a — b)] a1) 
sen asenb = 7 [cos (a — b) — cos(a + b)] (12) 
cosacosb = P [eos (a + b) + cos (а — b)] (13) 
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auxiliam na resolução de integrais envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes. Os exemplos seguintes ilustram 
alguns casos. 


7.2.14 Exemplos Calcular as integrais 
Gü) [sen 4x cos2x dx. 
Usando (11), vamos preparar o integrando. Temos: 


sen 4xcos2x = 5 [sen бх + sen 2x], 


Logo, 


т 
Jo 4xcos2xdx — [реп 6x + sen 2x] dx 


= ife 6xdx + [sen а] 


(—cos6x) + 3 [= 221 + Ç 


n 

6 
- 1 6x + eos2x|+ C 
= “algo X 9 


(ii) [sen 5x sen 2x dx. 


Usando (12), temos: 


E 5x sen 2xdx = rosas — cos7x|dx 


- Ч [ons = [costa ax | 


= ala sen 3r — = sen B +C. 


pia 


(iii) | cos5x cos3x dx. 
Usando (13), temos: 


[os Sxcos3xdx = = |[cos8x + cos2x] dx 


mu 


шү 


-1| cos8xdx + [estas] 


sen 8x + pen 2x| +C 


оо 


-1 
4 


se 
ajo 


sen 8x + sen 2x +, 
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7.3 Integração por Substituição Trigonométrica 


Muitas vezes, substituições trigonométricas convenientes nos levam à solução de uma integral. Se o integrando con- 
tém funções envolvendo as expressões 


Ма? — w, Va? + ul ou Vi? — а?, onde a > 0, 


é possível fazermos uma substituição trigonométrica adequada. 
As figuras 7.1 (a), (b) e (c) nos sugerem tal substituição. 


DON 24 2277 
Уа - e a 


(a) (b) (c) 
Figura 7.1 
G) A função integrando envolve Ма? - 2. 
Neste caso, usamos и = a sen Ө. Então, du = acos6 40. Supondo que zn =0=5 ii temos: 
а? — и? = Ма? — asen 0 
= Va^(1 — sen20) 
Va cos! 


асоѕ6. 


"I 


(ii) A função integrando envolve A + а. 
Neste caso, usamos и = a tg Ө. Então, du = a sec? 040. Supondo que 2 <0 < > temos: 
Ма? +12 = Va + aio 

= Va + 1870) 

= Vasecto 

= аѕес Ө. 


(ii) А função integrando envolve Ми? – а. 


37 
2 


Neste caso, usamos и = a sec Ө. Então, du = a sec 0 tg Ө dg. Supondo Ө tal que O = 6 < тот =0 < 
temos: 


Vu? — а? = Ма?ѕес?Ө — a? 
= Va?(sec20 — 1) 
= Væ tgo 


atg0. 


7.3.1 Exemplos Calcular as integrais: 


Due 


Neste exemplo, usamos x = 3 sen Ө. Então, dx = 3сов040. Assim: 


ps dx = | 30050. асов0 dð 
2 9 sen* 0 
= [oe 940 


ien Ө — 1)d8 


m «m күк nie 


(—cotg 8 — 0) + C. 
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Devemos, agora, escrever este resultado em termos da variável original x. Sabemos que, se x — 3 sen 6, 


БОРГРЭЭ então Ө = arc sen X. 
$ vU a 


Observando a Figura 7.1(a). vemos que: 


Portanto, 


x 
Gi) == dx. 
3V +4 
Neste exemplo, usamos x = 2tg 6. Entáo, dx = 2 sec” 0 d0. Assim, 


М + 4 = 2sec 0, para" < 0 < 7- 


Logo, 
.2 2 
= RE ER dx = sec 049 


1р2 0ѕес 040 


= 
"5l 
-i[ee 0 — 1)sec 0 d8 
"sl 


se adis ала шїн 


(sec20 — sec 0)d6. 
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Usando a fórmula de recorrência 7.2.11 (9), vem: 


(52579 Eh secorgo d |есв аө — [seco do] 
2 2 
= 7 5ec0 tg 0 — q Inlsec ð + 0) * C. 
3 


Vamos, agora, escrever este resultado em termos da variável original x. Observando a Figura 7.1 (b), escrevemos 


eps VERA ado 
2 By 
Portanto, 
| É dus. Er ips dec 
Зм? + 4 3 2 2 3 2 
24443) 
= VERA! s i eg 


Este resultado poderia ainda ser escrito como 


[oe beige ? 4 + x) + D. 


onde D = C +2102. 


Neste exemplo, usamos x = 4 sec 0. Então, dx = 4 sec Ө tg 9 dB. Assim: 


3 
V – 16 = 4tg 0, para0 =0 «T our = 0 < 7. 


Logo, 


| dx -Í 4 sec 01 0 do 
xi -16 J64- seca -4- tgo 
eir 
64 | sec? 0 
га 1 2 
- IE 940 


1 a) + cos26 
“64 2 


de 


1 
188 + cos20)d0 


1 
= 108 gs [e + 3 sea26) + c. 


Vamos, agora, escrever este resultado em termos da variável original x. Observando a Figura 7.1 (c), escrevemos 


Vx? — 16 4 
sen g = р cost = n 
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Da identidade trigonométrica 
1 
2 sen 20 = sen 0cos0 


vem que 


Мх? -16 4 


1 
28120 = m > 


Para substituirmos o valor de 0, devemos tomar algum cuidado. Inicialmente, observamos que a função integrando 
está definida para valores de x > 4 e x < —4. 


Para x > 4, temos que sec 0 = A > 1 e, portanto, 0 = arc sec T 0=0< > 


T e т (ver Seção 2.154). 


x š x 
Para x < —4, temos que sec 0 = 4 < — 1e sua inversa (are sec 2 toma valores entre 2 


" н 37 
Como, ao fazermos a substituição x = 4 sec Ө, assumimos que 7 = 0 < a e, como sec (27 — a) = seca, para 


x Зт 
х < —4, podemos escrever Ө = 2т — arc sec а, т < 0 < > 


2 


Portanto, para x > 4, temos: 


| ах 1 { gii, Б 
aV 16 128\ 774 


+G, 


| ах г ( х 4х? Art) 
== 2m — aresecy + 
x 


т 
onde C = ci + С. 


7.4 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 35, calcular a integral indefinida. 


di 2а 


cosx * cos (sen x)dx 


3. [za 4. ын (х2 1)dx 
cos x 

5; juega (2 y 6. E (x + Ddx 

7. sen (wt + 8)dt 8. E cosec x^dx 
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9. |cosx tg (sen x)dx 10. |sen'(2x + 1)dx 
11. [cos (3 — 3x)dx 12. |2xsen'(x? — 1)dx 
13. |e^cos?(e* — 1)dx 14. |ѕеп? 20со5*20 dð 
15. |sen^(1 — 20) cos'(1 — 20)d0 16. |sen"(r — 1) cos(t — 1)dt 

1 
17. 5 e n 9)40 18. [tg хсоё хах 
19. | costxdx 20. |tg'x dx 
2 
21. | ax 22. |15sen х dx 
cos x 
23. |15sen^xcos'x dx 24. |48sen'xcos'xdx 
Р —3cos?x 
25. |cos?3xdx 26: | 
sen x 
27. |sen3xcosS5xdx 28. |tg?5x dx 
3 
29. [sen wrsen (wt + 0)dt зо. | 253 
sen x 
31. |sectr cotgºt sen*tdt 32. e Vx — 1 dx 
33. [sea — 4x)dx 34. |cosec*(3 — 2x)dx 
35. |xcotg?(x? — 1) cosec? (x? — 1)dx 


36. Verificar as fórmulas de recorrência (8), (9) e (10) da Seção 7.2.11. 
37. Verificar as fórmulas: 


(a) fisu du = E - Jura 


1 


(b) E udu = cotg^^!u — Гаа 
5 -— T 3v " 
38. Calcular a área limitada pela curva у = cos x, pelas retas x = ze x= y e0eixo dos x. 


39. Calcular a área limitada por y = 2lsen xl, x = 0, х = 2v eo eixo dos x. 


40. Calcular a área da região limitada por y = tg'x,y = 1 ex = 0. 


41 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 


68. 


70. 


72. 
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. Calcular a área sob o gráfico de y = cos x, de O até т. 


. Calcular a área sob o gráfico de y = senf x, de O até т. 


Calcular a área sob o gráfico de y = sen? x, de 0 até т. 


1 T „ж 
. Calcular a área entre as curvas у = sen'x e у = cos?x, de ri até 4 


Nos exercícios 45 a 67, calcular a integral indefinida: 


dx 48 dt 
xy 5 | JV9 - 162 
3 
es it ав. |(1 — 423324 
x = 8 


50. |x' Vx? + Зах 


52. |(x +1} Vii +1 4х 


54. 
56. 
58. 
во. [LU а, 
1-3 
62. Cas 3) 
х? + 2x 


64. xX? — 4dx 


М4 + x? dx 66. (VI х2 + 2x)dx 


(sen x + 2 


Nos exercícios 68 a 72, calcular a integral definida: 


di 22 
TES 69. [ Ма? – bx dx,0 <a < b 
h V3x +2 lo 


1 


2 vã 
3 ” | а 

tva +Ë AVOIR + 16 
Ç dt 


kG DNS 
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Nos exercícios 73 a 76, verificar se a integral imprópria converge. Em caso positivo, determinar seu valor. 


+. 
74. | 
5 


7.5 Integração de Funções Racionais por Frações Parciais 


No Capítulo 2, vimos que uma função racional f (x) é definida como o quociente de duas funções polinomiais, ou seja. 


р(х). 
q(x) 
onde p(x) e q(x) são polinômios. 


Јо) = 


As integrais de algumas funções racionais simples, como, por exemplo, 


Lo d 2x 1 
+1 +1 к + 6x + 13 


são imediatas ou podem ser resolvidas por substituição e já foram vistas anteriormente. 

Nesta seção, vamos apresentar um procedimento sistemático para calcular a integral de qualquer função racional. 
A idéia básica é escrever a função racional dada como uma soma de frações mais simples. Para isto, usaremos um resul- 
tado importante da Álgebra, que é dado na proposição seguinte. 


7.5.1 Proposição Se р(х) é um polinômio com coeficientes reais, р(х) pode ser expresso como um produto de 
fatores lineares e/ou quadráticos, todos com coeficientes reais. 


7.5.2 Exemplos 


0) O polinômio q(x) = x^ — 3x + 2 pode ser escrito como o produto dos fatores lineares x — 2 e x — 1, ou 
seja, q(x) = (x — 2)(x — 1). 


Gi) О polinômio q(x) = x? — x? + x — 1 pode ser expresso como o produto do fator linear x — 1 pelo fator 


quadrático irredutível х? + 1, isto é, 
а(х) = (2 + 1)(x — 1). 
Gi) р(х) = 48 + De = 1 (x? + Зх + 4) é uma decomposição do polinômio 


р(х) = 3 +4 — 28 — 16? + 7х + 4 


р(х) 
q(x) 
denominador q(x) se decompõe nos fatores lineares e/ou quadráticos irredutíveis. Vamos considerar os vários casos sepa- 
radamente. As formas das respectivas frações parciais são asseguradas por resultados da Álgebra e não serão demonstradas. 

Para o desenvolvimento do método, vamos considerar que o coeficiente do termo de mais alto grau do polinômio 
do denominador q(x) é 1. Se isso não ocorrer, dividimos o numerador e o denominador da função racional f(x) por esse 
coeficiente. 

Vamos supor, também, que o grau de p(x) é menor que o grau de q(x). Caso isso não ocorra, devemos primeiro efe- 
tuar a divisão de p(x) por q(x). 

As diversas situações serão exploradas nos exemplos. 


A decomposição da função racional f(x) = em frações mais simples está subordinada ao modo como o 
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Caso 1 Оз fatores de q(x) são lineares e distintos. 


Neste caso, podemos escrever q(x) na forma 


q(x) = (x - а) (х - аз). (x — an). 


onde os a;, i = 1,..., n, são distintos dois a dois. 
n "T e _ Р(х) ” — . 
ceomposiçao da função racional f(x) = П-у em frações mais simples é dada por: 
f(x) 7 +... 


onde Aj. Аз, 


„ São constantes que devem ser determinadas. 


7.5.3 Exemplos 


х-2 


G) Calcular = fr 


Solução: Temos: 
2—2 - x2 
x —3?-x-3 Q- Dere- 


ENTRE "RN 
x-l x+) х-3 


Reduzindo novamente ao mesmo denominador, vem: 


x-2 _ (x+ DG - IA + (x - DG -3)4; + (x - 1) + Аз 
(x-0D(-1G-3) (x - D (x + D(x - 3) 


_ (2 — 2x — 3)A, + (x? — 4x  3)A; + (2 1)Аз 
Е (х= 1)(х + D(x -3) 


_ (Aí t At A3) + (72A, — 4А›)х + (-3А, + 34, — Аз) 
(== 1)(х + -3 


Eliminando os denominadores, obtemos: 
x— 2 = (A, + A; + Ajx + (—2A, — 4A;)x + (-ЗА +34, - As). 
Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, segue que 


A+ А; + A, = 0 
-АС-Айд =] 
= ЗА de A, = =2: 
Resolvendo o sistema de equações, obtemos: 


53,4 


£ 
A = ru 
Portanto, a decomposição em frações parciais é dada por: 
2—2 _ 4 2 -3/8 Fa 1/8 
(== 1) (= + (0-3) х-1 441 £— 3 


H 
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e, então, 
-1[.& _з[ dx 21 dx 
-41х-1 8)х+1 8]x-3 


= Ly] ELE 1! +10131 + C. 


Observamos que existe outra maneira prática para determinar os valores das constantes Ay, As, e Az. Eliminando 
os denominadores na igualdade 
32-25 _ A | A у. A и 
(x-D(xtfi1)(x-3) х-4 «41 x—3 


obtemos 
z— 2 = (z+ 1)(x— 3)4, + (x - 1) (x= 3)A; + (x — 1)(x +1)As 


Podemos, agora, determinar A,, Az e As tomando valores de x que anulem os diversos fatores, como segue: 


x=1>1-2=(1+1)(1 - 34, + (1—1)(1-3)A; + (1-1)(1+1)4, 


—1=-4А, 
1 
A-$y 
x--12-1-2- (-1* 1)(-1-3)A + (C1 - 1)(-1- 3)A; 
*t(Cc1-D(-1*DA 
—3= 84; 
-3 
Амны 
х=393-2= (3 +1)(3 – 3)А, + (3 -1)(3 - 3)A; + (3—1)(3+ 1)As 
1= 8А; 
1 
A == 


7 —4x° 
(ii) Calcular I = Et 
Solução: Para resolvermos este exemplo, devemos, inicialmente, preparar o integrando. 
Como o grau de p(x) é igual ao grau de q(x), efetuamos a divisão dos polinômios. Temos: 
—4x "T 2x — 4х -2 
D+ = BE E 


IE 0-1 
Portanto, 
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Para resolver /,, ainda necessitamos preparar o integrando. Dividindo o numerador e o denominador da função inte- 
grando por 2, vem: 


— [ a2 -a4x-2) 
h = Iesus Ep ye" 
2. = 
= 9—22 =1 de 
m +1г—х-1 
2 2 
" $4 Ls Ds 
Como as raízes de q(x) = x? bs х-уйох= 1,x = —1⁄2 e x = —1, temos: 
*-2x-1 А Az As 


pads 
gala gol FL хээр 341 


2 2 
Eliminando os denominadores, obtemos: 
x — 2x— 1= (х +1/2)(х + 1)А + (x — 1)(x + 1)4; + (x — 1)(x + 1/2)As. 


Substituindo x pelos valores x = 1, x = —1/2ex = —1, vem: 


3 
1=1>-2=>:2:4, 


As = 2. 
Portanto, 
27 = 20—11 2 1 1 1 1 
= 5 = +2» " 
ilis 1 3 x-1 3 x+1⁄2 x+1 
E E 
2 2 
e, então 
dx [ dx 
ge “ajx+ 12” E 
2 1 
ucl x lx hl SUS 
Logo, 


12-3 - mlx- M - $ nlx + 1/21 +21 lx +11 +С, 


= -2x -$ inlr = ух + +3 n2 + 21n lx + HE To! 
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=-2x-Ž mix- 1- Thi +11 +2mixz +1! +С, 


1 
onde C = C, +32. 


Саѕо 2 Os fatores de q(x) são lineares, e alguns deles se repetem. 
Se um fator linear x — a; de q(x) tem multiplicidade r, a esse fator corresponderá uma soma de frações parciais da 
forma a seguir: 


onde Ву, B;, ..., B, são constantes que devem ser determinadas. 


7.5.4 Exemplos 


3 х + 3х - 1 
(i) Calcular | 34-42 dx. 
Solução: As raízes q(x) são x = 2, x = —2 e x = 0, sendo que x = 0 tem multiplicidade 2. Assim, o integrando 
pode ser escrito na forma 
?+3й—1__ Frai 
х= 4072 — (x-2)(x-2)X 
E" A (8 В 


x-2 x2 хх 
Eliminando os denominadores, obtemos: 


X +3х — 1 = (x +2)ZA, + (x — 2)24; + (x — 2)(x + 2)B, + (x - 2) (x + 2)xB,,. 


Atribuindo a x os valores x = 2, x = —2 e x = 0, vem: 


13 
=8 13 -24-4A, As 
х шы 1 17 16 
15 
--2 > -15 —-4-4A, A= 
» E Bí Weg 
1 
z=0 >-1 =-2:2B, Bo. 


Por esse procedimento não conseguimos determinar o valor B. Para determiná-lo, tomamos uma equação conve- 
niente do sistema obtido igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x. Usando a igualdade dos coeficientes de 
x, obtemos: 


1= A, + A; + В, 


1315 
++ В. 
16 16 ^" 
3 
Bj--L 
E 
Portanto, 
x *-3x-1 13 л S d 
х= 42 16 x! 4 x 
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e, então, 
[te ES dx El dx ЕЕЕ 
4 16)x-2 16]x*2 4) 4)x 
13 15 ts 
= la lx 2 + 161815 +21 - 20 - q Intel + C. 
Gü) Calcular [== 
Ч) a | gare + 6x1 


Vamos, primeiro, encontrar a integral indefinida 


x 
сан fas que 68087 


Como o coeficiente do termo de mais alto grau do polinômio do denominador é diferente de 1, para resolvermos /, 
necessitamos preparar o integrando. Dividindo o numerador e o denominador da função integrando por 8, vem: 


a гэж" 


= 1 dx. 
8 
wn 5 ЭЖ Sk 1 š 1 cts š А 
O polinômio q(x) = x° — E a 8 tem raiz x = 2 com multiplicidade 3. Assim, o integrando pode ser 
escrito na forma 
A, Аз Аз 


Eliminando os denominadores, vem: 


1 гр 
х= А + r= šj 1-3 As 
2 1 1 
= Аз? + (Ay + Аз) + qa — 542 + Ас 


Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, segue que: 


Аз = 
A — A71 
1 1 
А = 5А + Аз = 0 
= pagão 
Resolvendo o sistema de equações, obtemos: 


A=hA=ICA=O. 


Portanto, a decomposição em frações parciais é dada por: 
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e, então, 


ll le 
1 1 1 


4 (x-iA2y х-1/2 


] «c 
Logo, 


2 


ed otl 
| 8х? — 122 + бх — 1 8l4(x-12) х-1/21 
il =i 4 1 1 
=> T * + 
8l4(2-1/2)2 2-12 41-1/2) 1-1/2 

ыг. 

18 

Observamos que o procedimento prático adotado nos exemplos anteriores para calcular as constantes das frações 


parciais não é eficiente neste exemplo, pois ele fornece apenas o valor de uma das constantes. No entanto, ele pode ser 
usado como ferramenta auxiliar. 


Caso 3 Os fatores de q(x) são lineares e quadráticos irredutíveis, e os fatores quadráticos não se repetem. 


A cada fator quadrático x^ + bx + c de q(x) corresponderá uma fração parcial da forma 


a 


7.5.5 Exemplos 


2 +51 + # 
© Calcular = | саш ашаа 


gx t= 


O polinômio q(x) = х? + x? + x — 3 tem apenas uma raiz real, x = 1. Sua decomposição em fatores lineares е 
quadráticos é dada por: 


а(х) = (x - 1)(x2 + 2x + 3). 
Podemos, entáo, expressar o integrando na forma 


28 65x44. A | Cr+D 
rx i£ex-3 х-1 Z +2r+3 


Eliminando os denominadores, vem: 


2x? + 5х + 4 = A(x? + 2x +3) + (Cx + D)(x - 1) 


= (A + C)? + (24 - C + Dx + 3A - D, 


e, então, 
АС 
ЗА = C +D=S5 
ЗА - D = 4. 


Resolvendo о sistema, obtemos: 


ай ө РАС 
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Portanto, 


DR 1, 12 1, 499 
ХУ+х+х-3 6 x-1 6 2+2x+3 


e, dessa forma, 


uf de 1f x49 
1-2 pije 
ЧЭ J: = 


= mir 1 66166 


onde, 
х+9 
ñ= (532% 
1 [zx 


O integrando de /, é uma funçào racional cujo denominador é um polinómio quadrático irredutível. Integrais dessa 
forma aparecem freqüentemente na integração das funções racionais e podem ser resolvidas completando o quadrado do 
denominador e fazendo substituições convenientes. 


Temos: 
W2+2x+3=(x2+2x+1)-1+3 
= (х+1)2 +2, 


e, portanto, 


x+9 
ХЭ A 


Fazendo a substituição u = x + 1, temos x = u — 1 e dx = du. Então, 


- + 
h= [n - E A 


1 8 u 
adhar yia E, 
2 Ge ) t game +: 


1 8 2151 
= = ln(x? + 2x + 3) + — arc tg — + C. 
2 A Eva 
Logo, 


п 111 2 8 x+1 
ESSE = apo +48) + Em 
I g nix их и 42x )tug УД tC. 


1 dx 
W Eq [ee 


Vamos, primeiro, calcular a integral indefinida 
pe | ах 
(x? + x + 1)(х?* + 4x + 5) 
O polinômio q(x) = (x^ + x + 1) (x + 4x + 5) não possui raízes reais e já se encontra decomposto em fatores 


quadráticos irredutíveis. Podemos, então, escrever o integrando na forma 
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1 -Qx+tD , Сх + D, 
(x +x+1)( + 4x +5) ixl x+4x+5 


Eliminando os denominadores, vem: 


1 = (Cix + Di) (x? + Ax + 5) + (Cx + D) (x? + x + 1) 
= (Cy + G)? + (4C, + C; + D, + Р,)х? 


+ (5C, + C; + 4D, + D,)x + 5D, + D», 
e, entào, 
Ci +C,= 0 
4C, + G, + D. + D; = 0 
5C, + C, + 4D, + D, = 0 
5D, + D, = 1. 


Resolvendo o sistema, obtemos: 


3 3 1 8 
13:0 = 130 13% Di = ту 
Portanto, 


с = 


1 Ll, A1 21, 3x8 
(х“+х+1)(хХ“+4х+5) 13 x)4x41 13 x45 


e, assim, 
1[-Sx-1 1 3x +8 
= + 3 
I sepe altae 
Completando os quadrados dos denominadores, vem: 


1-2] —3x +1 ax | 3x +8 2 
(x + 1/2)° + 3/4 (x+2)2+1 `] 


Fazendo a substituição u = x + 1/2 na primeira integral e v = x + 2 na segunda, obtemos: 


_ 1[ [—3Gu = 12) +1 3(у-2)-8 
ВЕ | 12 + 3/4 du + | +1 «| 


ius -3| и ди +3) du etm +2 dv 
13 wW? + 3/4 2]u+3/4 +1 v+1 


1| 3 à 5 2 2 3 
== Ihm =, = cipa avi 
13 gn * /4) 52 vase vu > In (v +1) + 2are tgv] +С 


1 53 2x+1 
= = ТЕЕ 


3 
+ те + 4x + 5) + 2arctg(x + 2)] + C. 
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Logo, 
[ Er BEC q SNS 3 3 n10 
3 = =5 arc = 
| +х+1)(х#+4х+5) 13| 2 trata 
pamasa A 3105 - 2arc tg2 
5 3 "wa 2 SUR 
1[3 2 5V3 т 5V3 т 
iani e 33. eau s 3. omg? 
1[3 2 | 5V3 
= [2102 + 52, = 2arcig3 — za 2] 


Caso 4 Os fatores de q(x) são lineares e quadráticos irredutíveis, e alguns dos fatores quadráticos se repetem. 
Se um fator quadrático x? + bx + c de q(x) tem multiplicidade s, a esse fator corresponderá uma soma de frações 


parciais da forma 


7.5.6 Exemplos 


ж 
x(x2 + 2x +3) 


(i) Calcular 7 = Í dx. 


O integrando pode ser escrito na forma 


x+1 4, Сх+р, Cox + D, 
х(х2 +2x 43) x (x+2x+3) (?+2х+3) 


Eliminando os denominadores, vem: 
x + 1 = A(x? + 2x +3) + x(Cix + Dj) + x(x? + 2x + 3)(C;x + D) 
= (A + С,)х* + (4A + 2С, + Dj) + (10A + С, + ЗС + 2D,)x? 
+ (12A + D, + 3D,)x +94, 
e, entáo, 


A+C,=0 

4А +2G + D, = 0 

104 +С, + 3С, + 2D, = 0 
12A + D +3D,=1 
9A = 1. 


Resolvendo o sistema, obtemos: 


1 1 1 
A-g6-7-gD-3 


e, assim, 
+1 NET 
(2 -2x 43) 9 х? +2х +3 


A o ib 
х(х2 42x43) 9 
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camino 


Portanto, 


21-21 “asi 41 
9|х 3](à-«2x*3) ә 


3 9 


= гама 


Е = 1 » x2 
шин Газраа E ys 


A integral /; é análoga às que foram resolvidas no decorrer dos exemplos do Caso 3. Como naqueles exemplos. 
para resolvê-la completamos o quadrado do denominador e fazemos uma substituição conveniente. Temos: 


+2 х+2 
e nier 


Fazendo a substituição и = x + 1; x = u — l e dx = du, vem: 


u+l 
h [on 
и du 
le gg diets ЇЕ +2 


1 2 1 u 
=> n (° + 2) +— tg— 
( ) Vg * үз + C 


2 
1 2 1 +1 
>In(xX+2x+3)+ —= arc tj + C. 
2 Va ya 

Uma integral como /, nào foi vista anteriormente. Para calculá-la, inicialmente, completamos o quadrado do 
denominador e fazemos a mesma substituição que fizemos para calcular /›. Temos: 


= 3 + T 
xm ess 2х +з) * 


ыг i x 
= lie Da ^ 


Rute. lode uie go d 
(2 c2" onde u = x ) 


ж du 
š Їе Жэн? are +2 


» 1 = af du 
| 2082) 022) 


š du ЭЭР š r Egi 
Para resolver a integral | 02 +2) podemos recorrer а uma substituição trigonométrica como foi visto em 7.3. 


Fazemos и = V/2tg6. Então, du = V2sec 2040. Assim: 


(2-2) 


(21220 +2)? 


J du | М?зес?ө de 


4 вєс 0 


М sec20 40 
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mdr do 
= 2 fae 6 do 


1 
0 8+>0 
cos sen 2 ) 


2 (cosésen 8 + 0). 


Para retornar á variável anterior u, observamos a Figura 7.2. Temos: 


cos0 = N, 
М xa e 7 


и 
sen 0 = 25: DO 
V2 + и? 
E 2 


и 
фе arctg V Figura 7.2 
Portanto, 


| du -М уы. " 
(2420 a 23407 are eve 


e, então, 


1 2V2 
hy в Тун ig US 


Retornando à variável original x, vem: 


1 m ыц 
ын! 


Rc 
2( *2x + 3) x-2x 3 acu |+ c. 


Substituindo os resultados obtidos para 1, e /, na integral /, obtemos: 


1 1 1 1 +1 Уу? 1 
fes S] sx. + 
lt 24 2e +3 ае 551) 


+ С. 


1 = 


111 1 g+ 1 
= |= (х2 2x + 3) + == Балы 
E (х2 + 2х + 3) va ete vi 1+с 


РШЕ: Е ЖУ ПРИ РО 
9 aro a6 5 аус 


Na resolução das integrais de funções racionais que se enquadram no Caso 4, normalmente aparecem integrais da 
forma 


| du si 
(u + а?)" RM 


Se n = 1, esta integral nos dá arco tangente. No exemplo a seguir, encontramos uma fórmula de recorrência para 
esta integral, para n > 1. 
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di 
(ü) Determinar uma fórmula de recorrência para /, = Ї = 


E 
(и? + а?)" 


Inicialmente, vamos escrever а integral dada na seguinte forma conveniente: 


шан -u 


2) G+ а?)" 


L= du 


а 


-Hf du -Í Га du) 
Cala айу! Jur art) 


Agora, vamos usar integração por partes para resolver a segunda integral. Temos: 
i | u 

lot va du= lu (+ ay du. 

Fazendo ut=u = du* = du 


udu 12 + а2)!-" 
Jya ) 


7 + а)" “ad 


dy 


vem: 


i иби? + d (u at)? 

> = 200 - n) Eu du 
sate 1 | du 
 2(1-n) 2(n-1)] Q8 + ay" 


Substituindo este resultado na expressão geral de /,, obtemos: 


ТҮ? | du B E" 1 | du | 
"ош *s) 20-08) 200—1) lQ te)" 
ea] du ] 
el 2(n-1) 2(n-1) J(+ abs"! 
" ат, 2n -3 | du ] 
“el 2(n-1) 2(п-1) G8 + ay] 
Logo. 


L || dt: =s 
(4x? + 8x + 13)* 


(iii) Calcular Z = | 


A integral / pode ser reescrita na forma 
р | dx 
[4(х? + 2x + 1) + 9P 


" | dx : 
— Лох -2) + 9P 


Fazendo a substituição u = 2x + 2; du = 2dx, obtemos: 


1-5 ess 
2) (u + 3)? 


Utilizando a fórmula de recorrëncia do exemplo anterior, vem: 


a, 3 | du ] 
(2| 2-9-2  2-9-2](? « 9 
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Ч и Ера 1 
= 5 > 3 + + 
213662 +9) 36| 2-9-1 2.9. 


= ы + и пече. TC 

213602 +97 * 36|18G2 +9) 18 393 
Ёс: 2x+2 3 2x +2 E tiye 
7 2 36(4х7 + 8x + 13)? 1B(A + 8x +13) 54 CBS 


_ x+1 +1] x+1 
7 36(4х7 + 8x + 13) 12 


+ : arcti 221 с 
18(4 + 8x 13) 1084 65 à 


3 


am 


7.6 Exercícios 


n. 


13. 


15: 


17. 


19. 


21. 


Nos exercícios 1 a 23, calcular a integral indefinida. 


2x° 


x +z 


dx 


&=1 


== SS ш 
зна ETTET h 


х +5x+4 


Pai 4 


(х2 +1) 


PT dB — 20xr + 8 “” 


x + 232 + 4 


2842 © 


3x -—1 
— х 
X =D 
fl d 
(+ 2x + 3): ^ 
4x* 
g-P8-a t4 ЕВ 4 


dx 
x + 9x 


EEES 
?-1 
ах 
ser —х 


10, 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


2х +1 


2 2 


3x? 


E 0 d 
28-3 эх 


k= 1 
(х—2у{х 13): 4" 


ах 
x — 4x2 


Sdx 
х? + 4х 


(х2 + 1) (22 + 4) 


x'dx 
(x2 +2)? 
xdx 
(x - 1)2(x +1)? 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


х +2x-1 
: | as 


+ 
- Verificar a fórmula [=з = lg ze 
а-и 2a |u—a 
. Calcular a área da regiào limitada pelas curvas 
1 1 
= „у= x=2ex=3 
""G-06-29" a-3«-47 ^ 
Calcular a área da região sob o gráfico de y = Pav de x = -2atéx = 2. 


“1 
Calcular a área da герїйо sob o gráfico de у = ву de x = l até x 
1 
Calcular a área da região sob o gráfico de y = Fay dex = -2 até x = 
Investigar as integrais impróprias: 
w t= | gm 
„ (= 5) 
5 dx 
MI [ xX (x-5) 
а 
dx 
e [ (x= 5) 
1 
Determinar, se possível, a área da região sob o gráfico da função y = x1 de —2 a +0, 


7.7 Integração de Funções Racionais de Seno e Cosseno 


Quando temos uma integral da forma 


E cos x,sen x) dx, 


isto é, o integrando é uma funçào racional de sen x e cos x, a integral dada pode ser reduzida a uma integral de uma 
função racional de uma nova variável г. Para isso, fazemos a substituição: 


Пи алдаг (1) 


Para exprimir a função integrando em termos da nova variável г, precisamos encontrar cos x sen x e dx em função 


de r. Temos: 


2 x x 2 x cos x 

sen 7 соѕ = sen > d 

2 2 2 2 
sen x ——— — = 

1 э ES 

cos = sen = 

2 2 
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2 


x x x 
2 2 2 
cos” = + sen" — cos” = 
( 2 a 


É o 22 
(2 sens з), cos: 


2 


285 


Dru 


m 2 " 

ЕТЫ 

х ES 

273683 
1 

(os: — sen? zy cos? 3 


x x x 
соз? — + sen? — J/cos? = 
(к) 
х 
l-ug- 
Eur 
x 
+tg'> 
1 te" 
_1-Ё 
TEF 
š x " 2dt 
Além disso, como t = tg, temos x = 2 arc tg ге, assim, dx = 7 у 


Portanto, quando fazemos a substituição / = tg 5 podemos utilizar as fórmulas 


(2) 


sen x = НЕА Жз z 


Observamos que a substituição (1) transforma qualquer integral de função racional de seno e cosseno numa integral 
de função racional de г. Por isso, ela também é conhecida como a “substituição universal” para a integração de 
expressões trigonométricas. 


7.71 Exemplos 
dx 


(i) Calcular 7 = Eos 


Fazendo x = tg E e usando (2), vem: 


2 


2dt 


24! 


2 1+? 
2 ]з+3?%+5-5? 
1+0 
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" | 2dt 
8-2 
_ | айа 
|| ]&-4 
Resolvendo esta integral pelo método das frações parciais. vem: 
[ 1 | doa | dt | 
ЭЭЖ EE +=] 
4Jt+2  4Jr-2 


1 1 
gintt+2 = mit - 2l HE 


- 
[ 


|] 
| 
шиг. 
n 


" "€ x 
Finalmente, substituindo t = tg T obtemos: 


i 85+2 
1= = +С. 
icm 
82 
(ii) Calcular] = las 
Sen x + cosx + 2 


Usando a substituição x = 185 e (2), vem: 
2dt 


НЭЭ 
22-1-1424282 
1+2 


-| 24! 
Ë +2r+3 

dt 
a 
- Gea) e 
A 272 


= Уагс "m * »] * C. 


Substituindo t = tg 2 obtemos: 


I = Масс “Г нв» 3] * C. 
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7.8 Integrais Envolvendo Expressões da Forma Vax? + bx + c (a #0) 


Algumas integrais que envolvem a expressão V ах? + bx + c podem ser resolvidas usando-se uma substituição 
conveniente. 


Podemos completar o quadrado do trinômio ax? + bx + c para visualizar a substituição. 
Os exemplos seguintes apresentam casos em que, após a substituição, a integral recai numa integral tabelada ou 
numa integral de um dos tipos apresentados anteriormente. 


7.81 Exemplos 
dx 
Vw + 8х +15 


Vamos completar o quadrado do trinômio x? + 8x + 15. Temos: 


G) Calcular / = | 


x2 + 8x + 15 = (x + 4)? – 1. 
Neste caso, a substituição conveniente é 
u = x + 4; йи = dx, 
que transforma a integral / numa integral tabelada (ver 6.1.10 — (22)). 


Temos: 


f= 
= argcosh u + C 
= In ju + V — 1| + C. 
Portanto, 


I = argcosh (x + 4) + C ou 
I = а + 4 + Vr? + 8x + 15| + C. 
3r + 2 


(1) Calcular / = — = dx. 
М9 — 16x — 4x° 


Temos: 


9 — 16x — 4x? = 25 — (2x + 4). 


ах = 550 doe 


V25 — (2х + 4)? = 5c0s0. 
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Logo, 


5cos8 gt pas 


15 
= ЕС: p= 2)ao 


15 
= — 4 9089 - 20 + С. 


fis [eem n *2.5 


+ + 
Como 2x + 4 = 5 sen 6, temos que sen 0 = PERA р = arc sen 2x ын cos = ls — (2x + 4). 


5 5 5 
Portanto, 
ara 2х+4 
1 = 4 5 25 — (2x + 4) 2are sen ( 5 )+с 
= 9 Tor =й -2 are sen (2125) + с. 


A seguir, apresentamos outras substituições usadas para a resolução deste tipo de integral. 
Temos os seguintes casos: 
(a) О trinómio ax? + bx + c apresenta a > 0. 
Neste caso, podemos usar 
Мах + bx + c = Мах + t. a) 
(b) О trinómio ax? + bx + c apresenta c > 0. 
Neste caso, podemos usar 
Мах! + bx + c = xt = Ме. 
(c) O trinômio ax? + bx + c tem raízes reais. 
Usamos, para este caso, a substituição 
Мах. + bx + c = (x — r)t, (3) 
onde r é qualquer ита das raízes do trinómio ах? + bx + с. 


Os exemplos seguintes mostram esses casos. 


7.8.2 Exemplos 
dx 
Va + x— 3 


Neste caso, o trinômio apresenta a = 4 > 0 e raízes reais. Portanto, podemos escolher entre as substituições dos 
casos (a) e (c). 


G) Calcular / = J 


Vamos escolher o caso (a), usando o sinal positivo de (1). Temos: 


Var +rx-3=2x+t 


Então, 
42 + x — 3 = (2x +1)? 
4? + x — 3 = 40 + 4xt + Ë 
x—4xt =Ü +3 


x(1-4)=2+3 


2+8) 
21-40 
-42-21412 
ia 4 
е 
243 
mta +! 
NL al 
1-4 
Substituindo essas expressões na integral, vem: 
—4 + 214 12 
1- | (1-4) 
243 -22+1+6 
1-4 1-4 
2 
Е = 
2 t 
EE 


"d ane a (asas ES 
afa 8 УЗ i 


dj баа а=, 
(х + уух + Ax +9 
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O trinómio x? + 4x + 9 tem a = 1 > бе c = 9 > 0. Portanto, podemos escolher entre os casos (a) e (b). 


Vamos usar (2) com o sinal positivo. Temos: 
Мх + dx +9 = xt +3 
x! áx + 9 = (xt +3) 


_ —4. 
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230-4 3 
| 01-8 


Substituindo esses resultados na integral, vem: 


6 — 8 +6 
ü 
= | === 
4 y 
1-0 1-2 
= [ dt 
-2? + 3t 


E Ab 
2) - 3/21 
Esta integral pode ser resolvida por frações parciais (ver Seção 7.5). 


3 
Como as raízes de q(x) = — 2 sãot = Oe 1 = 3/2, vem: 


81:22, => 
F 2! t 2 


Eliminando os denominadores, obtemos: 
1 = A(t – 3/2) + Ам. 


Substituindo 1 pelos valores г = 0 e 1 = 3/2, vem: 


3 
(=0>1=-54 
3 
A, = —x; 
* 3 


‚2ши 3021 +C 


1 1 
=> =a =J +0, 
s mlel 318127 31 +Ç 


Cariruto 7 
Voltando à variável x, temos: 
-im 193] resar ag 
3 x 
(iii) Calcular 7 | = 
An E! O ша 
xv x -x-6 


Neste exemplo, a = 1 > Oeo trinómio x? + x — 6 apresenta raízes reais r, = 2er; = 


Iher entre (1) e (3). Escolhemos (3) com r = 2. Temos: 
Vii*x-6-(x-2) 
x'*tx-6-(x-2yr 
(х= 2)(x +3) = (х — 2)? 
х+3 = (х- 2) 
Hx 
PI: 
—10r 
(ё = 1)? 


-2)u 


dx= 


-> 
e-1 
5t 
8-1 


Substituindo em /, obtemos: 
EU 
s ge» 
үе IP: 2043 5 
0—1 Ё-1 
— 10: 
= | a 
| 108 + 151% 


| =dt 


P+ 


1 t! ! С 
агс + 
É 4 
2 2 
2 2 Wa +а-6 
= — +€. 
WENE ) C. 


dt 


Ш 


юр» 
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—3. Podemos, então, esco- 


gg 
7.9 Exercícios 
Nos exercícios 1 a 14, calcular a integral indefinida. 


| (1 + sen x) 


sen x(1 + cosx) 


E | dx 
I 1 + sen x + cosx 
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à [iE 4. 
sen x + tgx 
s. [E 6. 
3 + cos x 
a [Ecos 8. 
1— ѕеп x 
cos (21 — 1) 
тету 10. 
e'dx 
11. lana Some E 
13. шин * 14. 
Sen x + cosx 


15. Calcular a área sob a curva y = „бех =0ах= 5, 


ах 
4 + Scosx 


dx 
1 — cosx 


dx 
3 + sen 2x 


dt 
3 + sent + cosr 


cos8d8 
1 + cos 


de 
4 — sen 0 + cos0 


2 + sen x 
16. Calcular a área limitada pel = => tre — 
3 аг a área limitada pelas curvas y = 72€ у = 4 oor 0 72 62 
Nos exercícios 17 a 33, calcular a integral indefinida: 
17 [= °C 11.24 
ХМ 5x — = (x + )Vx + 4x + 9 
dx dx 
19. |[————— 20. | HE 
xVAx! + x-3 Vita +? 
dx x+1 
21. === 22. dx 
xV2 + x — х? (2x + х2)М2х + х? 
23 dx 24. йе y 
*Мх-1)М2^-2х-3 "C 1axVA exc x 
gs [n — 38. |= 
М +3x +2 Vx + 2x— 3 
dx dx 
27 |—— ——— 28. |—————— 
(2x + 1) VW4x? + 4х V9x + 12x + 5 
dx dx 
29. = —— 30. |------- 
(2x - 1) V. — x + 5/4 xV Y +х-3 
dx ха 
з. |-;—— 32. 1--г---4х 
xV x -4x-4 VA + 2x 
gu [E 
VB — 2x — c 


No Capítulo 6 estudamos a integral definida e analisamos uma 
importante aplicação que é o cálculo de área de regiões planas. 


Neste capítulo, outras aplicações da integral definida serão discutidas. 


8.1 Comprimento de Arco de uma Curva Plana Usando a sua 
Equação Cartesiana 


A representação gráfica de uma função y = f(x) num intervalo [a, b] pode ser um segmento de reta ou uma curva 
qualquer. A porção da curva do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f (b)) é chamada arco (ver Figura 8.1). 


Figura 8.1 
Queremos encontrar um número s que, intuitivamente, entendemos ser o comprimento de tal arco. 


8.1.1 O gráfico de y = f(x) num intervalo [a, b] é um segmento de reta 
Neste caso, observando a Figura 8.2, vemos que: 


s= V (b — ay + (f(b) — f(a))°. 


xv 


Figura 8.2 


ажин 
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8.1.2 O gráfico de y = f(x) num intervalo [a, b] é uma curva qualquer 

Sabemos da Geometria, que o perímetro de uma circunferéncia é definido como o limite dos perímetros dos polí- 
gonos regulares nela inscritos. Para outras curvas, podemos proceder de forma análoga. 

Seja C uma curva de equação у = f (x), onde f é contínua e derivável em [a, b]. Queremos determinar o compri- 
mento do arco da curva C, de A até B (ver Figura 8.3). 

Seja P uma partição de [a, b] dada por: 

a = xo < x) < x. < ... < X; 4; < Xi ... < x, = b. 

Sejam Qo, О), ..., Q, OS correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os pontos Q, О|,.... Qn, obtemos uma 
poligonal cujo comprimento nos dá uma aproximação do comprimento do arco da curva C, de A até B. A Figura 8.4 ilus- 
tra esta poligonal para n = 7. 


Figura 8.3 


O comprimento da poligonal, denotado por /,, é dado рог: 


1,4 DV Gu — x aY + x) — fa) a) 


= 


ереста ага 


> 
a=X X X X X. Xb=xX X 


Figura 8.4 


Como f é derivável em [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio (ver 5.5.2) em cada intervalo 
[х{-1, xi) í = 1,2,...,n, e escrever 


Fx) — fria) = f'(ci) (xi — xii). 


onde c; é um ponto do intervalo (x, 1, x;). 
Substituindo este resultado em (1), obtemos: 


lh = V (ux + (60 — а)? 
і=1 
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lI 


ХУ! + (ву Qu 7 xi) 


Xv 1 + [f'(c)f Ах, (2) 


onde Ax; = x; — xij. 

A soma que aparece em (2) é uma soma de Riemann da função 

МОР. 

Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Axy, í = 1, n. torna-se muito pequeno, /, aproxi- 
ma-se do que, intuitivamente, entendemos como o comprimento do arco da curva C. de A até B. 


8.1.3 Definição Seja C uma curva de equação y = f(x), onde f é uma função contínua e derivável em [a, b]. O 
comprimento do arco da curva C, do ponto A(a, f(a)) ao ponto B(b, f(b)), que denotamos por s. é dado por: 


s= lim Ху + [f'(c)P Ах, (3) 


тА 0 21 


se o limite à direita existir. 
Pode-se provar que, se f'(x) é contínua em [a, b], o limite em (3) existe. Então, pela definição da integral defini- 
da (ver 6.8.1), temos: 


V 1 FU (Pas. (4) 


8.1.4 Exemplos 
(i) Calcular o comprimento do arco da curva dada por y = x^? — 4, de A(1, -3) até B(4, 4). 


Solução: A Figura 8.5 ilustra este exemplo. 


Figura 8.5 
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2 3 š 
Temos: y = x? — 4e y' = > 2. Aplicando (4), vem: 


$ N EL 
9 3⁄2 1 
8 


8 (13? 
ima - LI 
2-2 ( 4 ) 


_ 80V/10 - 13/13 


27 unidades де comprimento. 


Observamos que poucos exemplos apresentam no integrando uma função, tal que a integral possa ser resolvida por 
um dos métodos apresentados nos capítulos anteriores. Os métodos que dão uma solução aproximada estão além dos 


objetivos deste livro. 


(ii) Obter uma integral definida que nos dá o comprimento da curva y = cos2x, para 0 = x = т. 


Temos: y = cos 2x e y' = —2 sen 2x. Portanto, 


s= | VI + 4 sen?2x dx. 
7 


Podem ocorrer situações em que a curva C é dada por x = g( y). em vez de y = f(x). Neste caso, o comprimen- 


to do arco da curva C de A(g(c). c) até B(g(d), d) (ver Figura 8.6), é dado por: 


VI + nog 


Figura 8.6 


1 


1 
(iii) Calcular o comprimento do arco dado por x = А teissa, 


6y 
Neste exemplo, vamos usar (5). Temos: 


1 3, 1 
s -1е (0) = 57-а 


E 
80) = sy Te 


(5 
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8.2 Comprimento de Arco de uma Curva Plana Dada por suas 
Equações Paramétricas 


Vamos, agora, calcular o comprimento de um arco de uma curva C, dada na forma paramétrica, pelas equações: 


1 € [to th), 


E = x(t) 
у= уй)” 


onde x = x(t) e у = y(t) são contínuas com derivadas contínuas e x'(1) + O para todo t € [to, t,]. 
Neste caso, conforme vimos em 4.18, estas equações definem uma função y = f(x), cuja derivada é dada por: 


dy YO, 
dx хб) 


Para calcular o comprimento de arco de C, vamos fazer uma mudança de variáveis em (4). Substituindo x = x (t); 
dx = x'(t) dt, obtemos 


2 
s= | V1 +[/'(х)Ёах 


= [ + [EO fran a 


onde х(1)) = ae x(t) = b. 


Portanto, 


x (OP + OF dr. 
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x = 2sen'r 


8.2.1 Exemplo Calcular o comprimento da hipociclóide | yer 


Solução: A Figura 8.7 ilustra esta curva. 


Figura 8.7 


Observamos que esta curva é simétrica em relação aos eixos. Vamos, então, calcular o comprimento do arco que 
está descrito no primeiro quadrante, isto é, 
x =2sen't 
.t € [0, 7/2]. 
s (0, 7/2) 
Temos: 
x(t) = 28еп?г, x'(t) = 6sen?tcost; 


y(t) = 2cos?t, y'(t) = —6cos?r sen r. 
Portanto, 


«УР DOR 
ын 

= | V(6 ѕеп2гсоѕ 1)? + (-6 cos?t sen 1)? аг 
0 
m/2 


= | V36 sen'tcos? t + 36 соѕї rsen! гаг 


т/2 


= | V36 веп?гсоѕ?2г dt 


! 


= 3 unidades de comprimento. 


Logo, o comprimento total da hipociclóide dada é 4 - 3 = 12 unidades de comprimento. 


8.3 Área de uma Região Plana 


Um estudo de área de regiões planas foi feito no Capítulo 6. Nesta seção, vamos calcular a área de uma região plana, 
quando as curvas que delimitam a região são dadas na forma paramétrica. 
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Caso 1 Cálculo da área da figura plana 5, limitada pelo gráfico de f, pelas retas x = a, х = b e o eixo dos x (ver Figura 
8.8), onde у = f(x) é contínua, f(x) = 0Vx € [a, b] e é dada por: 
ë = x(t) 
у= у(0)' 


com x(ty) = ae x(t,) = b. 


t € [to 1), 


a=x(t) b= x(t.) x 
Figura 8.8 


Neste caso, conforme vimos em 6.11.1, a área de S é dada por: 
b 

A= [rear = а 
2 2 


Fazendo a substituição x = x(1): dx = x'(t) dt, obtemos: 


A= | y()-x (t) dt. (a) 


x=2cost 


8.3.1 Exemplo Calcular a área da região limitada pela elipse | мэн 


A Figura 8.9 ilustra este exemplo. 


Fiqura 8.9 


Como esta curva apresenta simetria em relação aos eixos, vamos calcular a área da região 5,, que está no primeiro 
quadrante. 
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Para aplicar (1) precisamos determinar os limites de integração t, e t,. Para isso, usamos as equações paramétricas 
da curva. Observando a Figura 8.9, vemos que x varia de 0 a 2 e, assim, to corresponde ao ponto Р(0, 3) e г, corresponde 
ao ponto Q(2, 0) sobre a elipse. 

No ponto P(0, 3), temos: 


0 = 2cos 1, 
3 = 3sen ty; 


T 
dessa forma, í, = E 


No ponto Q (2, 0), temos: 
2 = 2cos 1, 


0 = 3sen t; 


então, t; = 0. 


Portanto, 


o 
A= [ 3sent - (—2sen г) dt 
"2 


7/2 
= -[ = 6sen?tdt 


3 
Logo, a área da região limitada pela elipse é 4 - a = r u.a. 


Caso2 Cálculo da área da figura plana limitada pelos gráficos de fe g, pelas retas x = a e x = b, onde fe g são funções 
contínuas em [a, b], como f (x) = g(x), V x € [a, b], e são dadas na forma paramétrica. 
A Figura 8.10 ilustra este caso. 


y. = f(x) 


Ya = g(x) 


"M 
45:15552:45:84 
xv 


Figura 8.10 


Temos que y, = f (x) é dada por: 


i = x(t) 
M= (0). t€[o n] 


e y; = g(x) é dada por: 


E = xa(t) 
» = (1), 1 € [t t], 


onde x) (fo) = x>(t) = аех(4) = x2(t3) = b. 


Usando o resultado de 6.11.5 e o caso anterior, vem: 
2 
A= | ro) - coax 
b 2 
= [reas = [eoa 
= frowa- | хохо. 
2 (А 


8.3.2 Ехетріо Calcular a área entre as elipses 


р = 2cos t x = 2cos 1 
e 
y=4sent y=sent 


A Figura 8.11 ilustra este exemplo. 
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(2) 


Figura 8.11 


Procedendo де forma análoga ао Ехетріо 8.3.1 е aplicando (2), obtemos: 


ü 
A- af [4sen t + (—2sen t) — sen t * (—2sen 1)]dt 
mp 
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o 
-4[ (—8 sen? t + 2 sen? г) dt 


T 
=- | —6 sen? t dt 
o 


ma 1 
- [ (3-5 cosa a 
„2 2 


я/2 


8.4 Exercicios 


22 


Nos exercícios 1 a 14, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 


‚у=5х-2,-2<=х=2 2. у= 28 -1,1=х=2 
É v= 50 + 0), 05х53 4. х?% y = 22% 
1 1 1 1 
y=” tan lex 2 & AGAN 
£ _ ete! 
ye + e), de (0.1) a(1. 77 8. у= Inx, V3 < x= УВ 
.y=1-1n (snx) T = x= + 10. y = V°, de P,(0, 0) até P, (4, 8) 
‚ y = 45 + 2, deP,(0, 2) até P,(1, 6) 12. y = 6(V/x - 1), de P,(1.0) até P,(2V2, 6) 
. (y — 1? = (x + 4)?, de (73,2) até P,(0,9) 14. x? = y) de P,(0, 0) até P, (8, 4) 


Nos exercícios 15 a 21, estabelecer a integral que dá o comprimento de arco da curva dada. 


1 1 1 
.y-2x0sxs2 16. у= апа) ne n(.1) 
. x! у? = 1, de (3, -2V2) até P, (3, 2V2 ) 18. y = e". de P(0, 1) até P,(2, е?) 
.y=x+2x-1,0=x<1 20. у= Vx, 2=x<4 


«y = sen3x, 0 < x =< 2m 


Nos exercícios 22 a 29, calcular o comprimento de arco da curva dada na forma paramétrica. 


х=й x = 2(t — sent) 
fassa 23. (1226-5809 гера 


24. 


26. 


28. 


30. 


31 


32. 


33. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41 


42. 


. Calcular a área delimitada pela hipociclóide | 


Nos exercícios 33 a 35, calcular a área da região limitada pelas seguintes curvas, dadas na forma paramétrica. 


3 


x= cos t x = cost 
y = 1/2sen t 


y=sent 


же d x=1+t 
у= Ё у=1+3 
Calcular а área da parte da circunferência | 


x = 2cost 
y=2sent 


=3 
Calcular a área da região delimitada pela elipse | a 


x= 
Calcular a área da região limitada à direita pela elipse I E 
ЯН x = 4 cos t 

Calcular a área da região entre as curvas 

y=2sent 

Calcular a área entr dachápocicitide |* = © 
cular a área entre o arco iclóide A 
poe y=3 sent 

х= 4 sent 
у = 4 cost? 


Calcular а área da região S, hachurada па Figura 8.12. 
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e 
у = 2 sen t 


" x = 2 cos?t x = 2 cos t 
ú у = 2 sent 


que está acima da reta y = 1. 


t 


= sent ` 


3cos t 
2sen t 


х= COS £ 
у = ѕеп г 


re [oz] салах +у =з. 


3 
e à esquerda pela reta x = 
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> t t 
+= Sen єєд 27] 25. 1*7! 9^! Le [o7] 
y = cost y=tcost 
x-23042 х= 1⁄3 
» tE[0,2 27. == 
E 1-1 (0, 2] вэ 2 
=е x = 2cos t + 2t sen t 
х = еїсоѕ t 29. j0=s1=T 
y=esent, 1=г=2 y = 2sent — 2t cost 2 
Achar o comprimento da hipociclóide |" — 4 sent t € [0, 27] 
pi p y = 4cos?t" ? 
х = а cost 
. Achar o comprimento da circunferência , t€ [0, 2: 
E =asent [o, 27] 
š 2 ba x = Tcost/4 
Calcular o comprimento da parte da circunferência que está no primeiro quadrante I y=715en Á 4 


3v3 
8 
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x = k(t — sent) Y 
y = k(1 — cost) 


Figura 8.12 


8.5 Volume de um Sólido de Revolução 


Fazendo uma regiáo plana girar em torno de uma reta no plano, obtemos um sólido, que é chamado sólido de re- 
volugáo. A reta ao redor da qual a região gira é chamada eixo de revolução. 

Por exemplo, fazendo a região limitada pelas curvas y = 0,y = x e x = 4 girar em torno do eixo dos x, o sólido 
de revolução obtido é um cone (ver Figura 8.13). 


Figura 8.13 


Se o retângulo delimitado pelas retas x = 0, x = 1, y = 0 e y = 3 girar em torno do eixo dos y, obtemos um cilin- 
dro (ver Figura 8.14). 


Y 


Figura 8.14 


Consideremos, agora, o problema de definir o volume do sólido T, gerado pela rotação em torno do eixo dos x, da 
região plana R vista na Figura 8.15. 
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Figura 8.15 


Suponhamos que f(x) é contínua e nào negativa em [a, b]. 
Consideremos uma partição P de [a, b], dada por: 


а= x < x < m < x,-, < xi < ... < x, = b. 

Seja Ax, = x, — x,- o comprimento do intervalo [x,..;, xí]. 

Em cada intervalo [x;..,, х;], escolhemos um ponto qualquer су. 

Para cada i, í = 1, ..., n, construimos um retângulo R, de base À x, e altura f (сү). Fazendo cada retângulo R, girar 
em torno do eixo dos x, o sólido de revolução obtido é um cilindro (ver Figura 8.16), cujo volume é dado por: 

alf (сурах, 

А soma dos volumes dos л cilindros, que representamos por У,, é dada por: 


mf (c) Ax, + nifl) Ax +... + if (ca) PAx, 


Vi 


"3 сурах, 


e nos dá uma aproximação do volume do sólido T (ver Figura 8.17). 


Figura 8.16 


Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada Ах, i = 1, ... ‚п, torna-se muito pequeno, a soma dos 


volumes dos n cilindros aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como o volume do sólido T. 
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Y: 


Figura 8.17 


8.5.1 Definição Seja у = f(x) uma função contínua não negativa em [a, b]. Seja R a região sob o gráfico de f 
de a até b. O volume do sólido T, gerado pela revolução de R em torno do eixo dos x, é definido por: 


v= dim TIPA " 


A soma que aparece em (1) é uma soma de Riemann da função [f (x) P. Como f é contínua, o limite em (1) existe. 
e, então, pela definição da integral definida, temos: 


Y | [худ 


А fórmula (2) pode ser generalizada para outras situações: 


(1) A função f(x) é negativa em alguns pontos de [a, b]. 

A Figura 8.18 (c) mostra o sólido gerado pela rotação da Figura 8.18 (a), ao redor do eixo dos x, que coincide com 
o sólido gerado pela rotação, ao redor do eixo dos x, da região sob o gráfico da função |f (x)! de a até b (ver Figura 
8.18 (b)). Como If (x) 1? = (f (x), a fórmula (2) permanece válida neste caso. 


Y Y Y 
a y x a bx Pe. 
(a) (b) (c) 


Figura 8.18 


(2) A região R está entre os gráficos de duas funções f(x) e g (x) de a até b, como mostra a Figura 8.19. 


Supondo f(x) = g(x), V x € [a, b], o volume do sólido T, gerado pela rotação de R em torno do eixo dos x, é 
dado por: 


b 
V = s [ VOP- BOP dx à 
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Figura 8.19 


(3) Ао invés de girar ao redor do eixo dos x, a região R gira em torno do eixo dos y (ver Figura 8.20). 


Figura 8.20 


Neste caso, temos: 


d 
ve | lg(y)Pdy. (4) 
(4) A rotação se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos coordenados. 


Se o eixo de revolução for a reta y = L (ver Figura 8.21), temos: 


b 
V= Я [f(x) = Lfdx. (5) 


Figura 8.21 
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Se o eixo de revolução for a reta x = M (ver Figura 8.22), temos: 


4 
20212522 © 


Figura 8.22 
8.5.2 Exemplos 


1 
(i) A região R, limitada pela curva y = FEE o eixo dos x e as retas x = 1 ex = 4, gira em torno do eixo dos x. 
Encontrar o volume do sólido de revolução gerado. 


Na Figura 8.23 vemos a região R e o sólido T gerado pela rotação de R em torno do eixo dos x. 


AY 


Figura 8.23 


Aplicando a fórmula (2), temos: 


1.023 Я 
= ^£ т unidades de volume (u.v.). 
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Gi) Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região limitada pela parábola 
1 
y = + (13 — °) e pela reta y = (к +5). 


Na Figura 8.24 podemos ver a região R e o sólido Т, gerado pela rotação de R em torno do eixo dos x. 


Figura 8.24 


Aplicando a fórmula (3), vem 
у=. (Lam) - e |) 
EU 2 


1 
Lis (169 — 26x? + x*) — ic + 10x + 25)] dx 


] 
a 


= Elo — 40x — 30x? + x') dx 
= zie = 208 - i + El! 
16 51, 
-I 6 -20-10« $ + 207- 180 +270 + 22 
_ 19247 
80 
= 2405 u.v. 
dii) Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região entre o gráfico da função 
y = senx e o eixo dos x, de з até эт. 


A Figura 8.25 mostra a região R e o sólido gerado pela rotação de R em torno do eixo dos x. 


Y 


Figura 8.25 
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Aplicando a fórmula (2), temos: 


32 
V= “| (зепх) 4х 
—я/2 


37/2 1 1 
= "| G НЫ! cos 2 dx 


7/2 


= "(ух = Lenze) 


37/2 


= п? uv. 


(iv) А região limitada pela parábola cúbica у = x°, pelo eixo dos уе pela reta у = 8, gira em torno do eixo dos y. 
Determinar o volume do sólido de revoluçào obtido. 
Podemos ver a região R e o sólido de revolução T, gerado pela rotação de R em torno do eixo dos y. na Figura 8.26. 


xv 


Figura 8.26 


Para calcular o volume de T, vamos aplicar a fórmula (4). Temos: 


4 
pe «| [g(W)Pdy 
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(v) Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 4, da região limitada por y = 1/x, 
y=4ex=4. 


A região R e o sólido gerado pela rotação de R em torno da reta y = 4 podem ser vistos na Figura 8.27. 


AY М" 


xv 


Figura 8.27 


Neste exemplo, observamos que o raio da secção transversal do sólido não é f(x) — L, mas sim L — f(x), já que 
f(x) < L. Porém, como (f(x) — L)? = (L — f(x))?, a fórmula (5) continua válida. 
Temos: 


V= z [e - LPdx 


! "I 
3 á 
= = È 
SS 
Eje s 
| l 
£ 
м |00 == 
E = 
5 
«Qs 
Ë 


4 


a|- — 8Inx + 16x] 
x 


1⁄4 


1 1 
== +64+4+8ln-=- 
a 4 81n4+ 64 + n, 4 


- "(2 = 81016) u.v. 


Ys 7 
(vi) A região R, delimitada pela parábola х = 2” + 1 e pelas retas x = —1, y = —2e у = 2 gira em torno 
da reta x = — 1. Determinar o volume do sólido de revolução obtido. 
Podemos ver a região R e o sólido gerado pela rotação de R, em torno da reta x = —1, na Figura 828. 
Aplicando a fórmula (6), temos: 


(2 


"Гао — MPdy 


0 
3 
ин 


2 
Es 1-(-1)| dy 
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[] 
а 
Y 
ъ= 
“o 
+ 
o 
м 
a 
3 


5 2y 
(5e ca), 

32 16 32 16 
E) 
_ 448 т х 
TU 


ОР 


xv 


jJ / Ë 
2 


Ds 


Figura 8.28 


8.6 Area de uma Superfície de Revolucáo 
Quando uma curva plana gira em torno de uma reta no plano, obtemos uma superfície de revolução. 


Vamos considerar o problema de determinar a área da superfície de revolução S obtida quando uma curva C, de 
equação у = f(x), х € [a, b], gira em torno do eixo dos x (ver Figura 8.29). 


bá Y 


ГЕ ИМ 
xv 


Figura 8.29 


Vamos supor que f(x) = 0, para todo x € [a, b], e que f é uma função derivável em [a, 5]. 
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Como fizemos para o cálculo do volume de um sólido de revolução, dividimos o intervalo [a, b] em n subinterva- 


los através dos pontos: 
amd md © uia CHECA 
Sejam Qo, Q;,.... О, OS correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os pontos Qo, Q,,... , О„ obtemos uma 


linha poligonal que aproxima a curva C. 
A Figura 8.30 ilustra esta poligonal para n = 7. 


Y 


xv 


Figura 8.30 


Fazendo cada segmento de reta desta linha poligonal girar em torno do eixo dos x, a superfície de revolugáo obtida 


é um tronco de cone, como mostra a Figura 8.31. 


Z77722 


Figura 8.31 


Da geometria elementar, sabemos que a área lateral do tronco de cone é dada por: 
A = т(т + r)L, 
onde гү é o raio da base menor, r> é o raio da base maior e L é o comprimento da geratriz do tronco de cone (ver Figura 


8.32). 
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Figura 8.32 


Portanto, а área lateral do tronco de сопе que visualizamos па Figura 8.31 é dada рог: 
A; = mf (x1) + f (x)]As, 
= «|205 ea) ois 


= 2mf(c,) As, cm 


onde As, é o comprimento do segmento Q, _, Q, e c, é um ponto no intervalo [x .;, x;] tal que 


уе) = Len t 60, А 


Observamos que podemos garantir a existência de c, € [x;-1, хі] que satisfaz (2). pelo Teorema do Valor 
Intermediário (Teorema 3.18.9), já que f é contínua em [a, b]. 


Analisando o triângulo retângulo Q, _ , AQ, da Figura 8.31, vemos que: 


Аз, = Vx + (f(x) — fl) (3) 


Como f é derivável no intervalo [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio em cada | ху. ху], = 


Então, para cada i = 1, 2, ..., п, existe um ponto d; Є (х; _ |, х1) tal que: 
f(xi) — fria) = Р) (xi — xi) 
= f'(di) Ax, 
onde Ax; = x; — Xizr 


Substituindo em (3), vem: 
As = Мах)? + PAY 
= VI + [f(d FAx 
Substituindo, agora, este resultado em (1), obtemos: 
A; = 2nf (e) VÀ + [P'AP Ax, 


Esta expressão nos dá a área lateral do tronco de cone gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, do segmento de 
reta Q; ,Q.. 

Somando as áreas laterais de todos os troncos de cone gerados pela rotação dos segmentos que compõem a linha 
poligonal, obtemos uma aproximação da área da superfície S, dada por: 
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ХА = 2r XGA + FTAs. 


= 
Podemos observar que, quando n cresce muito e cada Ах, torna-se muito pequeno, a soma das áreas laterais dos n 

troncos de cone aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como a área da superfície S. 

8.6.1 Definição Seja C uma curva de equação у = f(x), onde f e /' são funções contínuas em (4, b] e 
f(x) = 0, V x € [a, b]. A área da superfície de revolução S, gerada pela rotação da curva C ao redor do eixo 
dos x, é definida por: 

n 
SA Vi + [Faf Ax 4 
A=. dim 272,/(0) 1+[f'(d)F Ах, (4) 


A soma que aparece em (4) não é exatamente uma soma de Riemann da função f (x) V 1 + [f'(x)P, pois apare- 
cem dois pontos distintos c, e d;. No entanto, é possível mostrar que o limite em (4) é a integral desta função. Temos, 


então: 
A = 27 Jovi + [f£ Gf ах. (5) 


Observamos que, se ao invés de considerarmos uma curva y = f (x) girando em torno do eixo dos x, considerar- 
mos uma curva x = g(y), y € [c, d] girando em torno do eixo dos y, a área será dada por: 


d 
A- | g(y)V1 + [e Pd. (6 


8.6.2 Ехетріоѕ 


(i) Calcular a área da superfície de revolução obtida pela rotação, em torno do eixo dos x, da curva dada por 
y=4VX, i <x<4. 


Temos: 


b 
A- эн [ су! + [f'GOPax 


eas [ sv i 05 
1⁄4 x 


^ +4 
=2m[ ах ix 
m Vx 


= | Vx+4 dx 
m 


4 


(х + 4)? 
3/2 T 


6-09) 


= Zav- 17417) u. a. 


= 87 


A Figura 8.33 ilustra este exemplo. 


358 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
— шан 


Figura 8.33 


(i) Calcular a área da superfície de revolução obtida pela rotação, em torno do eixo dos y, da curva dada por 
= aid 
x=y,0<y<l 
Temos: 


d 
A=2m | а ОМО 
= [ум + (3y?) dy 
= Гум + 9yñay. 


Vamos, agora, calcular a integral indefinida 1 = | y! V1 + 9y'dy. Fazendo a substituição u = 1 + 9y*, temos 


du = 36y'dy. Então, 


lfa 
PE 
I 36 f du 


1 4y3⁄2 
== +C. 
540 + 9º) C. 
Portanto, 
27 А 
= дуу? 
А 540 9y*) N 


т 
= (10 VIO - 1) ша. 


CariruLo 8 Aplicações da integral definida 359 
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A Figura 8.34 ilustra este exemplo. 


Figura 8.34 


8.7 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 5, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da 
região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


1. y=x+1,x=0,x=2ey=0 2. y=2+1,x=0,x=2ey=0 


3. y 


D 
E 
o 

зе 

1 
A 
> 


т 
cosx, y = senx,x=0ex == 


5.y-x,.x--lx-ley-0 


Nos exercícios 6 a 10, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação, em torno do eixo dos y, da 
região R delimitada pelos gráficos das equações dadas. 


6 y=Inx,y=-1,y=2ex=0 1. у=23еу= х? 
8 x= y +l x= 9 
. x= y ES Ë 
-5т Sr 
10. x= 3 + „х= 0,у = = 
х sen у, х y RD ET 


Nos exercícios 11 a 16, determinar o volume do sólido de revolução gerado pela rotação das regiões indicadas, ao 
redor dos eixos dados. 
11. у= 2x - 1, y = 0,x = 0, x = 4; ao redor do eixo dos x 
12. y! = 2x. x = 0, y = 0 e y = 2; ao redor do eixo dos y 
13. y = 222, x = 1,х = 2e y = 2; ao redor do eixo y = 2 
14. x = у?е х = 2 — y; ao redor do eixo dos y 


15. y = x + x, y = x! — lex = 0; ao redor do eixo y = 1 


16. y 


x? e y = 4; ao redor dos eixos x = -9.y = 0ex = 0 


17. Encontrar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo dos x, da região limitada por y = l6x e 
v= 4x. 
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18. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região limitada por 
y-1-x4x--2,x-2ey-22 


19. Calcular o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região limitada por 


y=3+32 x= -2,x=2ey=2. 


20. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = —2, da região limitada por 
y=cosx,y=-2,x=0ex=27. 


21. Determinar o volume do sólido gerado pela rotação, em torno da reta y = 2, da região entre os gráficos de 
y = senx, y = sen? x de x = 0 até x = 7/2. 


Nos exercícios 22 a 27, calcular a área da superfície gerada pela rotação do arco de curva dado, em torno do eixo 
indicado. 


22. y = 2x°,0 = x = 2; eixo dos x 23. x = Уу,1 = y = 4; eixo dos y 


— 2 = x < 2; eixo dos x 25. у= 5.0 = х = 4; eixo dos x 
26. y = V4 – x2,0 = x = 1; eixo dos x 27. у= V16 - x2, - 3x x € 3; eixo dos x 
28. Calcular a área da superfície obtida pela revolução do arco da parábola y? = 8x, 1 = x = 12, ao redor do eixo dos x. 


29. Calcular a área da superfície do cone gerado pela revolução do segmento de reta y = 4x,0 = x = 2: 


(a) ao redor do eixo dos x; (b) ao redor do eixo dos y. 


AAA aaa e YF 
8.8 Coordenadas Polares 

Até o presente momento localizamos um ponto no plano por meio de suas coordenadas cartesianas retangulares. 
Existem outros sistemas de coordenadas. Um sistema bastante utilizado é o sistema de coordenadas polares. 

No sistema de coordenadas polares, as coordenadas consistem de uma distância e da medida de um ângulo em 


relação a um ponto fixo e a uma semi-reta fixa. 
A Figura 8.35 ilustra um ponto P num sistema de coordenadas polares. 


P 


° Eixo Polar A 
Figura 8.35 


O ponto fixo, denotado por O, é chamado pólo ou origem. 


A semi-reta fixa ОА é сһатайа еіхо polar. 
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O ponto P fica bem determinado através do par ordenado (r, 0), onde | r | representa a distância entre a origem e 


o ponto P, e 6 representa a medida, em radianos, do ângulo orientado AÓP. 
Usaremos as seguintes convenções: 


(Gi) Se o ângulo AÓP for descrito no sentindo anti-horário, então 0 > 0. Caso contrário, teremos Ө < 0. 
(i) Ser < 0, o ponto P estará localizado na extensão do lado terminal do ángulo AÓP. 
(ш) O par ordenado (0, Ө), Ө qualquer, representará o pólo. 
Observamos que, muitas vezes, o segmento OP é chamado raio. 
8.8.1 Exemplos 
(i) Representar num sistema de coordenadas polares os seguintes pontos: 
a) Р(2,т/4) b) P(-2,7/4) 
с) P(-2,—m/4) 4) P(2,—m/4). 


A Figura 8.36 (a) e (b) representa os pontos P, e P», respectivamente. 


Figura 8.36 


A Figura 8.37 (a) e (b) mostra os pontos P, e P4, respectivamente. 


Й =% > 
0 ө-Т А 0 Jos A 
* 
(a) P. (b) 
Figura 8.37 


(ii) “О ponto P tem um número ilimitado de pares de coordenadas polares.” 


Verificar esta afirmação para o ponto da Figura 8.38. 


Figura 8.38 
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A Figura 8.39 mostra diversos pares de coordenadas polares do ponto P. Podemos observar que este ponto pode ser 
representado por todos os pares ordenados da forma: 

(sz * 2kn),k ez 
ou 


(32 + 24m), kez. 


Figura 8.39 


8.8.2 Relação entre o Sistema de Coordenadas Cartesianas Retangulares e o Sistema de Coordenadas 
Polares 
Em várias situações surge a necessidade de nos referirmos a ambas, coordenadas cartesianas e coordenadas polares 
de um ponto P. Para viabilizar isto, fazemos a origem do primeiro sistema coincidir com o pólo do segundo sistema, o 
eixo polar com o eixo positivo dos x e o raio para o qual 0 = 7/2 com o eixo positivo dos y (ver Figura 8.40). 


Y 


Figura 8.40 


Supondo que P seja um ponto com coordenadas cartesianas (x, y) e coordenadas polares (r, 0). vamos analisar o 
caso em que o ponto P está no primeiro quadrante. 
A Figura 8.41 (a) e (b) ilustra o caso para r > 0 e r < 0, respectivamente. 
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(a)r>0 (b)r<0 


Figura 8.41 


Podemos observar que: 
(i) Parar > 0, temos 


x 
cosó = Х e seng = >. 
r r 


(i) Parar < 0, temos 


cosg==*=* e send = = У. 
ын И r = r 
Portanto, 
—F— aw 
a) 
A T 


Pode-se verificar a validade das relações encontradas, no caso em que o ponto P se encontra sobre um dos eixos ou 
num outro quadrante. 

Usando (1), podemos deduzir outra relação muito usada. 

Elevando ambos os membros das equações em (1) ao quadrado, podemos escrever: 

х? = р? cos?8 

y = r° sen? Ө. 

Adicionando membro a membro, obtemos: 


x? + у? = г2с0520 + r2sen20 ou x? + y! = r. 


Portanto, 


8.8.3 Exemplos 
(i) Encontrar as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas polares são (-4, 77/6). 


Solução: A Figura 8.42 ilustra este ponto. 
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xv 


Figura 8.42 


" 
I 
a 
È 
8 
| 


lI 

| 

> 
= rN 
ИР 
A 


Portanto, (2N/3, 2) são as coordenadas cartesianas do ponto dado. 


(i) Encontrar (7,0), supondo r < 0 e 0 = 0 < 27 para o ponto Р, cujas coordenadas cartesianas são (УЗ, — 1). 


Solução: A Figura 8.43 ilustra o ponto P. 


Figura 8.43 
Temos: 
EN 
=-V3+1 
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Sr 
Portanto, 0 = FE 


8.84 Gráficos de Equações em Coordenadas Polares. 

O gráfico de F (r, 0) = 0 é formado por todos os pontos cujas coordenadas polares satisfazem a equação. É comum 
apresentarmos a equação numa forma explícita, isto é: 

r= f(0). 

Na prática, os seguintes procedimentos poderão nos auxiliar no esboço do gráfico: 

G) calcular os pontos máximos e/ou mínimos; 

(8) encontrar os valores de 0 para os quais a curva passa pelo pólo; 

(iii) verificar simetrias. Se, 

— a equação não se altera quando substituirmos r por —r, existe simetria em relação à origem; 


— a equação não se altera quando substituirmos 6 por —6, existe simetria em relação ao eixo polar (ou eixo 
dos x); 


— a equação não se altera quando substituirmos Ө por т —6, existe simetria em relação ao eixo Ө = 2 (eixo 
dos y). 


8.85 Exemplos 
G) Esboçar a curva r = 2(1 — cos0). 
Como a equação não se altera ao substituirmos Ө por —6, isto é, 
r = 2(1 — cos6) = 2(1 — cos (—0)), 
concluímos que existe simetria em relação ao eixo polar. Logo, basta analisar valores de 0 tais que 0 < 0 = 7. 
Para 0 < 0 < т, encontramos um ponto de máximo (4,7) e um ponto de mínimo (0, 0). Observamos que, con- 


siderando r = f (0), os pontos de máximos e mínimos podem ser encontrados de maneira análoga aos da Seção 5.7. 
A Tabela 8.1 mostra alguns pontos da curva, cujo esboço é mostrado na Figura 8.44. 


Tabela 8.1 
`) 
A 


Figura 8.44 


3 o| niva o 
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(ii) Esbocar a curva r = 2 cos 20. 
Analisando as simetrias, temos que: 
(a) A curva é simétrica em relação ao eixo dos x, pois 


r = 2cos ( —20) = 2cos 20. 
(b) A curva é simétrica em relação ao eixo dos y, pois 
r = 2cos [2(т — 6)] = 2cos (27 — 20) = 2cos26. 
Logo, basta fazer uma tabela para O = 0 = 7/2. 


Ет0=0= 2) a curva passa pelo pólo quando 0 = A pois 


r= х) = 2cos2 + T = 2057 = 0. 


Podemos ainda verificar que, para 0 = 0 = > temos um ponto de máximo (2, 0) e um de mínimo (—2, 7/2). 
Usando a Tabela 8.2 e os resultados anteriores, esboçamos a curva vista na Figura 8.45. 


Tabela 8.2 ию 


| 


2 
¿a 
o 


jaeja ajoja o |ә 


Figura 8.45 
8.8.6 Algumas Equações em Coordenadas Polares e Seus Respectivos Gráficos 
(1) Equações de retas. 


(a) 0 = 85000 = 0, + пт, п € Z é uma reta que passa pelo pólo e faz um ángulo de 6 ou 0, + nz radianos 
com o eixo polar (ver Figura 8.46). 


Figura 8.46 
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(b) rsen@ = aer cos 6 = b, a, b € IR são retas paralelas aos eixos polar e 7/2, respectivamente (ver Figura 


8.47). 
x x 
2 2 
! | 
0 А 0 А 
а 
[rsen Ө= a, a>0] [rsen Ө= a, a«0] 


x 


x 
2 2 
0 b А b 0 


[r cos 0- b, b>0] [r cos Ө= b, b<0] 
Figura 8.47 


> 


(2) Circunferéncias. 
(a) r=c,c € R é uma circunferência centrada no pólo e raio | c | (ver Figura 8.48). 


O 


Figura 8.48 


(b) r= 2ас050 é uma circunferência de centro no eixo polar, tangente ao eixo 0 = 7/2: 
— sea > 0), о gráfico está à direita do pólo; 
- sea < 0, о gráfico está à esquerda do pólo (ver Figura 8.49). 


[r = 2a cos 6, a>0] [r = 2a cos Ө, a«0] 
Figura 8.49 


368 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


a e: MT a 
(c) r = 2bsen6 é uma circunferência de centro no eixo — e que tangencia o eixo polar: 


2 
— seb > 0, о gráfico está acima do pólo; 
— seb « 0, o gráfico está abaixo do pólo (ver Figura 8.50). 


x x 
2 = 
0 
> > 
0 А А 
[r= 2Ь sen 6, b>0] [г = 2b sen Ө, b<0J 
Figura 8.50 
(3) Limaçons. 
r = а £ bcos0 ou r = a + b sen6, onde a, b € R são limaçons. 
Temos: 
— seb > a, então o gráfico tem um laço (ver Figura 8.51): 
& x 
2 
; ah 
A ) A 
r=a+bcos6 r=a-bcos6 
[b>a] 
АТ x 
o| 2 
A 
o A 
r=a+bsen8 r=a-bsen6 
[b>a] 


Figura 8.51 
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— seb = a, então o gráfico tem o formato de um coração, por isso é conhecido como Cardióide (ver Figura 8.52); 


AT E 
2 2 
> 
A A 
r= a(1 + cos 0) r= a(1 - cos 0) 
АЛ Ж 
2 2 
А 
А 
r=a(1+sen Ө) rz а(1 - ѕеп Ө) 
Figura 8.52 


se b < a, então о gráfico não tem laço (ver Figura 8.53). 


r=a-bsen8 


r=a+bsen9 
[b<a] 
Figura 8.53 
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Observamos que na Figura 8.51 usamos a = 1 e b = 2, na Figura 8.52 usamos a = b = 1 e na Figura 8.53 usamos 
a=3eb=2. 

(4) Rosáceas. 

r = a cosn our = a senn6, onde a € Ren € IN são rosáceas: 


— sen é par. temos uma rosácea de 2n pétalas (ver Figura 8.54): 


r=acos nte r=asenno 
[n par] 
Figura 8.54 


— sen é ímpar temos uma rosácea de n pétalas (ver Figura 8.55). 


mi 
mia 


Figura 8.55 


Observamos que na Figura 8.54 usamos a = 1 e n = 4, na Figura 8.55 usamos a = len = 5. 


(5) Lemniscatas. 


r? = ta*cos28 ou r^ = +a*sen 20, onde a € IR são lemniscatas (ver Figura 8.56). 
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Р = @ cos 20 P = -ą@ cos 20 
т т 
^8 2 
A 9 A 
? = ë sen20 f=-d sen 20 
Figura 8.56 


Observamos que na Figura 8.56 usamos a = 1. 


(6) Espirais. 

As equações seguintes representam algumas espirais: 

(a) 70 =а,а>0 — espiral hiperbólica; 
(b) r=a0,a>0 — espiral de Arquimedes; 
(с) r=e% — espiral logarítmica; 


(d r-6 — espiral parabólica. 


As Figuras 8.57 a 8.60 ilustram estas espirais. 
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r9 = a(0«0) 
Figura 8.57 


г = а0(8>0) ra” 
Figura 8.58 Figura 8.59 


mia 


r= 
Figura 8.60 
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8.9 Comprimento de Arco de uma Curva dada em 
Coordenadas Polares 


Seja uma curva C dada pela sua equação polar 


r=f(0). a) 
Sabemos da Seção 8.8.2, que 

x = rcos0 

y = rsen. Q) 
Aplicando (1) em (2), vem: 

x = f(0)cos0 

y = f(0)sen8. 


Essas equações podem ser consideradas como as equações paramétricas da curva С, para 0 Є [6;, 6]. Então, con- 
forme vimos em 4.18, temos: 


dx " a А 
gb f'(8) cosa — f (8) seno; 
dy = f'(9)seng + f (8) cos@. 
de ` 
Portanto, 


(2) 4 (2) = (f'(0) cos — f(0)sen0)? + (f'(0)sen8 + f(0) cos6)? 
= f'(0) cos?6 — 2f' (0) f (0) совд send 
+ f(8)'sen?o + f'(8)?sen?8 
+ 2f'(8)f (0)sen0 соѕ + f(0)!cos20 
= /'(Ө)?[ соз?Ө + sen? Ө] + f(0)[cos20 + sen28] 
= f'(0)° + f (0). 


Substituindo estes resultados na fórmula obtida na Seção 8.2, obtemos: 
| o : Л 


(i) Calcular o comprimento da cardióide r = 1 + cos6. 


8.9.1 Exemplos 


Solução: Observando a Figura 8.52, verificamos a simetria em relação ao eixo polar. Calculamos, então, o com- 
primento da curva somente para 0 Є [0,7]. 
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Temos, 


s= | V(-sen0)? + (1 + cos8)? de 


o 


= | Мѕепі0 + 1 + 2с050 + cos?6 40 


т 


= | V2(1 + cos0)d0 


lo 


= | V2,/2cos? 2 de 
o 


= 2cos É аө 
b 2 


=2:2sen> 


o 
= 4 unidades de comprimento (u.c.). 
Portanto, o comprimento total da cardióide г = 1 + cos 0 é 8 uc. 


(ii) Encontrar a integral que dá o comprimento da curva r = 1 — 2 cos 6. 


A Figura 8.61 mostra o gráfico para Ө € (0, т]. Observamos que esta limaçon apresenta simetria em relação ao 
eixo polar. Podemos escrever: 


s= 2| V (2 sen8)? + (1 — 2 cos0)? de 
0 


т 
= 2| М4 sen? + 1 — 4 cos6 4-4 cos? 0 de 


lo 


= 2 М5 — 4 сов0 do. 
2 


юа 


Еїдига 8.61 


(ii) Determinar o comprimento da espiral г = е, para 0 € [0, 27). 


Carituto 8 Aplicações da integral definida 375 
— 


A Figura 8.62 mostra a espiral para 0 € [0, 2]. 


Figura 8.62 


Temos: 
26 

s= | (e?) + (е”) 40 
0 


- [ vazia 


o 


2n 

= [ 12111) 
b 

27 
= V2e? 


o 


= м2 (etr - e) 
= М (е2" - 1) uc. 


8.10 Área de Figuras Planas em Coordenadas Polares 


Queremos encontrar a área A da figura delimitada pelas retas 0 = a e 0 = Be pela curvar = f (0) (ver Figura 8.63). 


Figura 8.62 
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Seja f uma função contínua e nào negativa em [a, B]. Consideremos uma partição P de (ос, 8] dada por: 


e = bo < 0, < 0, < ... < 0,-, < 0, < ... < 0, = B. 


A Figura 8.64 exemplifica esta partição para n = 4. 


Figura 8.64 


Para cada [6,_ ,, 6,], i = 1, ...,n, vamos considerar um setor circular de raio f (p,), e ângulo central A6, onde 
0, € p; € 6; e A6; = 0; — 0,_, (ver Figura 8.65). 


Figura 8.65 


A área de i-ésimo setor circular é dada por: 
1 
51 /ФОРав, 


Logo, a área А é aproximadamente igual a A,, sendo 


1 
A, = Хилл 
1. 
"32 > [FPA 
Podemos observar que à medida que n cresce muito e cada A6, í = 1,..., n, torna-se muito pequeno, A, aproxima- 


se do que, intuitivamente, entendemos como a área da região delimitada por Ө = a, 0 = Ber = f (0). 
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Portanto, escrevemos: 


A= lim 3 Жор, 


máx A&—0 2 ; 


ou 


(/ (6)] de. 


8.10.1 Exemplos 
(i) Encontrar a área da região S, limitada pelo gráfico de r = 3 + 2 sen 0. 


A Figura 8.66 mostra a região 5. Observando a simetria em relação ao eixo 7/2, podemos escrever: 


1 m/2 
4-2 i| (3 + 2 sen 0)? do 
2 -т/2 


т? 
| (9 + 12seng + 4sen20) de 


TA) 
zn - 
- | 5 + 12seng +4- 2 yg 
-т/2 2 
1 т 
= 90 — 12cos0 + 49 = seno) 
-rn 
T т = т 
=9.Z 42.2. 9.58. 5,7 
2 2 2 2 
= 11r u.a. 


Figura 8.66 


(ü) Encontrar a área da região S, interior à circunferência r = 2 cos e exterior à cardióide r = 2 — 2cos6. 


Resolvendo o sistema 


r = 2cos 0 
r = 2 — 2 cos 0, 


encontramos os pontos de intersecção das duas curvas. 
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Temos: 


2с050 = 2 — 2cos0 


4с050 = 2 
“аад 
2 
Bi 8 = E в gel 
AA e= 3 


A Figura 8.67 mostra a região S. 


Figura 8.67 


Observando a simetria, geometricamente podemos visualizar que a área procurada é dada por: 
A = 2(A, - А), onde 


api 


7/3 
5 [ (2созб)?аө 


1 (tê 
Аз = al (2 — 2cos6)'d8. 


Portanto, 


m3 
A= [ [(2cos8)? — (2 — 2cos0)2] de 


" 


=/3 
[ (4cos?8 — 4 + 8соѕ0 — 4cos?8) 40 
D 


=/3 
[ (8cos0 — 4)d0 
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25 
= 8sen6 — 40 
o 
T т 
28 ал ат 
eia 3 
=4V3- Eua. 


8.11 Exercicios 


1. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares. 
(а) P(4,m/4) (b) Р,(4,—т/4) 
(б) P,(- 4,z/4) (4) Р(—4,-т/4) 


2. Em cada um dos itens, assinalar o ponto dado em coordenadas polares e depois escrever as coordenadas polares 
para o mesmo ponto, tais que: 
(i) r tenha sinal contrário; 
(ii) O tenha sinal contrário. 
(a) (2,7/4) (b) (V2.-7/3) 
(c) (=5,2m/3) (d) (4,57/6) 


3. Demarcar os seguintes pontos no sistema de coordenadas polares e encontrar suas coordenadas cartesianas. 


(а) (3.7/3) (b) (-3,т/3) 
(с) (3,-7/3) (4) (-3.—m/3) 
4. Encontrar as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos dados em coordenadas polares. 
(a) (—2,2т/3) (b) (4,5m/8) 
(c) (3,137/4) (d) (—10, 7/2) 
(e) (-10, 37/2) ( (1,0) 


5. Encontrar um par de coordenadas polares dos seguintes pontos: 
(а) (1.1) (b) (—1,1) 
(с) (=1,—1) (d) (1,—1) 


6. Usar 
(a) г»0е050:2т, (b) г«0е050-«2т, 
(с) r>0e – 27 «850; (d r<0e - 27 <0 = 0. 


para escrever os pontos P, (V3, — 1) e P,( — V2, — V2). em coordenadas polares. 
7. Transformar as seguintes equações para coordenadas polares 


(a) *+y=4 (b) x=4 
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() у-2 (d y+x=0 
(е x+y-21=0  xx-y-6y-0 
8. Transformar as seguintes equações para coordenadas cartesianas. 


(a) r= cos0 (b) r= 25еп 


1 
O 17 cos + sen шинийн 


Nos exercícios 9 a 32 esboçar o gráfico das curvas dadas em coordenadas polares. 


9. r = 1 + 2cos0 10. r= 1 —2sen6 

11. r = a + Бсовд 12. r = cos30 
a=2eb=3;a=3eb=2;a=b=3 

13. r = 2cos30 14. r = 25еп20 

15. г = 2 — cos0 16. r = 2 — sen0 

17. r = а + bsen0 18. rcos0 = 5 


а= 2еЬ = 3;а=3еЬ = 2; а=Ь = 2 


19. r = 25еп30 20. Ø = 7/4 
21. 0 = 7/9 22. 5гсо80--10 
23. ғ = 4соѕ20 24. = 30,020 
25. г = 4senó 26. r-e* 820 
27. r = V2 28. г = 10cos0 
29. r = 2lcos0| 30. r = 12sen0 
31. r=eP 32. r=20 


Nos exercícios 33 a 37, encontrar o comprimento de arco da curva dada. 
33. r = e, entre 0 = 0 e0 = 7/3 34. r = 1 + cos0 
35. r = 2asen0 36. r = 30, de 0 = 0 até 0 = 27/3 
37. r = e", de 0 = 0 até 0 = 37/2. 


38. Achar o comprimento da cardióide r = 10(1 — cos6). 


Nos exercícios 39 a 46, encontrar a integral que dá o comprimento total da curva dada. 
39. r? = 9cos26 40. r = 3sen38 41. г = 4с0540 


42. г? = 9ѕеп20 43. r = 2 — 3cos6 44. r — 4 — 2sen0 
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45. r = 3 + 2cos0 46. r=4+ 2seng 


Nos exercícios 47 a 56, calcular a área limitada pela curva dada. 


47. ғ = 9ѕеп20 48. r= соѕ30 49. r=2 – cos0 
50. г? = 16cos26 51. г = Зѕеп20 52. г= 3 – 2cos0 
53. r = 4(1 + сов0) 54. г = 4(1 — cos0) 

55. r = 4(1 + seng) 56. г = 4(1 – sen0) 

57. Encontrar а área da intersecção entre r = 2a cos e r = 2asenó. 


58. Encontrar a área interior ao círculo r = 6 cos e exterior a r = 2(1 + cos0). 
59. Encontrar a área interior ao círculo г = 4 e exterior à cardióide r = 4(1 — cos6). 


60. Encontrar a área da região do primeiro quadrante delimitada pelo primeiro lago da espiral r = 29, 8 = 0 e pelas 


retas 0 = m/4e 0 = 7/3. 


61. Encontrar a área da região delimitada pelo laço interno da limaçon r = 1 + 2sen6. 


62. Encontrar a área da região interior ao círculo r = 10 e à direita da reta rcos8 = 


63. Calcular a área da região entre as curvas: 


(а) 2r= Зер 3560: (b 2r=3er=1+ cos6. 


8.12 Massa e Centro de Massa de uma Barra 


Inicialmente, vamos descrever o conceito de centro de massa de um sistema constituído por um número finito de 
partículas, localizadas sobre um eixo L, de peso e espessura insignificantes. 

Vamos supor que o eixo L esteja na posição horizontal e imaginemos que ele possa girar livremente em torno de 
um ponto P, como se nesse ponto fosse colocado um apoio (ver Figura 8.68). 


A 


Figura 8.68 


L 


Se colocarmos sobre L um objeto de peso w, a uma distância d}, à direita de P, o peso do objeto fará L girar по sen- 
tido horário (ver Figura 8.69 (a)). Colocando um objeto de peso уг, a uma distância d; à esquerda de Р, o peso desse 
objeto fará L girar no sentido anti-horário (ver Figura 8.69(b)). 


k— d, —»9 ж d — 


Dis 


(a) (b) 


Figura 8.69 


" 382 * Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
ma 


Colocando simultaneamente os dois objetos sobre L. (ver Figura 8.70), о equilíbrio ocorre quando 


wid, = Wado. [m 


pH 


Figura 8.70 


Este resultado é conhecido como Lei da Alavanca e foi descoberto por Arquimedes. Na prática, podemos constatá- 
la quando duas crianças se balangam numa gangorra. 


Vamos, agora, orientar L e fazé-lo coincidir com o eixo dos x do sistema de coordenadas cartesianas. Se duas 
partículas de peso w, e tw estão localizadas nos pontos x, e x», respectivamente (ver Figura 8.71), podemos reescrever 
(1) como 


wi(xı Р) = w (P — x) ou w (x, — P) + w(x — P) = 0. 


= d, —»J«—— d, == 
[W] 

х 
Figura 8.71 


х, 


xv 


Supondo que n partículas de pesos W4, Wz, 
tema estará em equilíbrio ao redor de P, quando 


W, estejam colocadas nos pontos Ху, x», ... .Xy respectivamente, o sis- 


$ u- P) = 0. @ 
i=1 


Como o peso de um corpo é dado por w = mg, onde g é a aceleração da gravidade e m é a massa do corpo, con- 
siderando g constante, podemos reescrever (2) como 


Smg —P)y-, 


ou de forma equivalente, 


Na = P) =0. 


A soma 5” (x, — P) mede a tendência do sistema girar ao redor do ponto Р e é chamada momento do sistema 
em relação a p. Quando o momento é positivo, o giro se dá no sentido horário. Quando o momento é negativo, o giro 
se dá no sentido anti-horário e, obviamente, quando o momento é nulo o sistema está em equilíbrio. 


Se o sistema nào está em equilíbrio, movendo o ponto P, podemos encontrar um ponto x, de tal forma que ocorra 
o equilíbrio, isto é, um ponto x tal que o momento do sistema em relação a x seja nulo. O ponto x deve satisfazer 


mx — x) = 0. 
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Resolvendo esta equação para x, obtemos 


п п 
Emx- Bmx=0 
A 1 

ou 


x 


M= 


Dima 
A 


D 


гл 


ou ainda, 


(3) 


O ponto x que satisfaz (3) é chamado centro de massa do sistema dado, 


Sob a hipótese da aceleração da gravidade ser constante, x também é chamado centro de gravidade do sistema. 

É interessante observar que, na expressão (3), o numerador do lado direito é o momento do sistema em relação à 
origem e que o denominador é a massa total do sistema. 

Queremos, a seguir, mostrar como a integração pode ser usada para estender essas idéias a um sistema que, ao invés 
de ser constituído por um número finito de partículas, apresenta uma distribuição contínua de massa. 

Consideremos uma barra horizontal rígida, de comprimento /. Se a sua densidade linear p, que é definida como 
massa por unidade de comprimento, é constante, dizemos que a barra é homogênea. Neste caso, intuitivamente, percebe- 
mos que a massa total da barra é dada por pl e que o centro de massa deve estar localizado no ponto médio da barra. 

Suponhamos, agora, que temos uma barra não homogênea. Localizamos a barra sobre o eixo dos x, com as extremi- 
dades nos pontos a e b, como a Figura 8.72. 


E oo’ 


Figura 8.72 


Seja р(х). x € [a, b] uma função contínua que representa a densidade linear da barra. Para encontrar a massa total 
da barra, vamos considerar uma partição P de [a, b], dada pelos pontos 


a = x < x, < ... < x,-, < x; < ... < x, = b. 


Sejam c, um ponto qualquer do intervalo [x;_,, xj] e Ax; = x, — x,- ү. Então, uma aproximação da massa da parte 


da barra entre x;., e x; é dada por: 


Am, = р(с) Ax, 


Sam = Yo(c)Ax, (4) 
і=1 i=1 


constitui uma aproximação da massa total da barra. 
Podemos observar que. à medida que n cresce muito e cada À x, — 0, a soma (4) se aproxima do que intuitivamente 


entendemos como massa total da barra. 


384 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 
ыы 
Assim, como (4) é uma soma de Riemann da função contínua p(x), podemos definir а massa total da barra como 
m= | p(x)dx б) 


Para encontrarmos o centro de massa da barra, precisamos primeiro encontrar o momento da barra em relação à 
origem. 

Procedendo de acordo com as hipóteses e notações anteriores, obtemos que c,Am, é uma aproximação do momen- 
to em relação à origem, da parte da barra que está entre x; , e x; e que 


“Байт, = Y cp(c;)Ax, (6) 
i=1 і=1 


é uma aproximação do momento da barra em relação à origem. 
Como a soma (6) é uma de Riemann da função contínua x p(x), podemos definir o momento da barra em relação 
à origem como 


M= | xp(x)dx. 0) 
Então, entendendo a expressão (3) para a barra, obtemos o seu centro de massa x, que é dado por 


(8) 


8.12.1 Exemplos 
(i) Usando (8), verificar que o centro de massa de uma barra homogênea está no seu ponto médio. 


Solução: Seja / o comprimento da barra e p a sua densidade linear. Localizando a barra sobre o eixo dos x com 
extremidades nos pontos a e b, temos: 


b 
m= [pax 
A 


b 
E 
la 


=p(b= а) 


= pl unidades de massa; 
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= 506 — a)(b * a). 


Como b — а = |, temos x = —— . X está sobre o ponto médio da barra. 


Neste exemplo, fica claro que a localização do centro de massa em relação à barra nào depende da posição da barra 
em relação à origem. Na prática, podemos sempre escolher a posição mais conveniente de forma a facilitar os cálculos. 


Uma barra mede 6 m de comprimento. A densidade linear num ponto qualquer da barra é proporcional à dis- 
táncia desse ponto a um ponto q, que está sobre o prolongamento da linha da barra, a uma distáncia de 3 m 
da mesma, Sabendo que na extremidade mais próxima a q, a densidade linear é 1 kg/m, determinar a massa e 


o centro de massa da barra. 


(ii) 


Solução: A Figura 8.73 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x. 


Wd 


0 x x 


Figura 8.73 


A distáncia de um ponto x da barra até q é dada por: 
dix (73) 
= x+3. 
Como a densidade é proporcional à distância d, temos: 
р(х) = k(x + 3). 
onde k é uma constante de proporcionalidade. 


Como p(0) = 1 kg/m, substituindo na expressão anterior, vem 


1= k(0 + 3) ou 


Л 
хэв 
Portanto, 


р(х) = 5 (x + 3), Vx € [0, 6). 


A massa da barra é dada por 


-iüs4 18) 


= 12 kg. 
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O centro de massa x é dado por 


= x ховх 


Portanto, o centro de massa está localizado sobre a barra, a uma distáncia de 3,5 m da extremidade mais próxima a q. 


(iii) Determinar o centro de massa de uma barra de 5 m de comprimento, sabendo que num ponto q, que dista 1m 
de uma das extremidades, a densidade é 2 kg/m e que nos demais pontos ela é dada por (2 + d) kg/m, onde 
d é a distáncia até o ponto q. 


Solução: Localizamos a barra sobre o eixo dos x como mostra a Figura 8.74. 


к v bF — > 
0 q=4 5 x 


Figura 8.74 


Entào, podemos expressar a densidade da barra pela funçào 


2, х-4 
р(х) = {2+ (4-х) =6- х, 0=х<4 
2+(x-4)=x-2 4<х=5. 


А massa da barra é dada рог 


[oax 


m 


' 
С 
5, 
a 

x 
+ 
— 
< 
[ 
Кы 
a 
Б 


NE é: 
* E = n) 
o 2 


s 
- (4-8) + (210-848) 
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- zl [ss — x)dx + ES = 24 
aee G- 9X] 


2 64 125 64 
= 2148 - — + 2 – 25 – — + 
$i аа a 16) 
PES 
37 
= 2,05. 


Portanto, o centro de massa está sobre a barra, a uma distância aproximada de 2,05 m da extremidade mais distante 
ao ponto q dado. 


8.13 Momento de Inércia de uma Barra 


Inicialmente, vamos descrever o significado intuitivo do momento de inércia. Para isso, vamos considerar uma barra 
constituída por partes iguais, de madeira e aço, como mostra a Figura 8.75. 


I—— madeira ——n ago — — 
4—4 


Figura 8.75 


Suponhamos que а barra possa girar livremente em torno de um eixo perpendicular L, que passa por uma de suas 
extremidades. Se aplicarmos uma força F na outra extremidade da barra, como mostra a Figura 8.76, faremos com que 
ela gire em torno do eixo L. 

Se o eixo passar pela extremidade de madeira, obteremos uma determinada aceleração angular. Se trocarmos as 
posições, isto é, se o eixo de rotação passar pela extremidade de aço, aplicando a mesma força F na extremidade de 
madeira, teremos uma aceleração angular muito maior que a anterior. 

Além disso, se mudarmos o ponto de aplicação da força para uma posição mais próxima do eixo L, em ambos os 
casos a aceleração angular diminuirá. Na prática, podemos observar isso quando abrimos ou fechamos uma porta 


me 


Figura 8.76 
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Vemos assim que, para uma mesma força, a aceleração angular depende da distância e da distribuição da massa da 


barra em relação ao eixo de rotação. 
Vamos, agora, fazer uma analogia com o movimento de translação. Observando a Segunda Lei de Newton, que pode 


ser expressa como 
1 
F=maoa=F, 
m 


vemos que a massa pode ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de resistir à aceleração. Se a força 
é constante, quanto maior a massa, menor será a aceleração. 

De acordo com nossas considerações anteriores, no movimento de rotação, a grandeza análoga à massa no movi- 
mento de translação é uma grandeza que depende da distância de cada ponto do corpo ao eixo de rotação e da distribuição 
da massa do corpo, em relação a esse eixo. Essa grandeza é chamada inércia de rotação ou momento de inércia e pode 
ser interpretada como uma medida da capacidade do corpo de resistir à aceleração angular em torno de um eixo L. 


8.13.1 Definição О momento de inércia de uma partícula de massa mi, em relação a um eixo L, é definido como 
L= таў, 


onde d; é a distância perpendicular da partícula ao eixo L. 
Se temos um sistema de n partículas, o momento de inércia do sistema em relação a L é definido como a soma dos 
momentos de inércia, em relação a L, de todas as partículas, isto é, 


I, = Энд 
= 


Como fizemos рага o centro de massa na seção anterior, vamos agora estender а definição 8.13.1 рага а barra hori- 
zontal rígida da Figura 8.77. 


Figura 8.77 


Suponhamos que a densidade linear da barra é dada por uma função contínua р(х), x € (a, b]. 
Seja P uma partição de [a, b], dada pelos pontos 
8 = xo < xi «€ ER < SH = b. 


Sejam c, um ponto qualquer no intervalo [x; 4. x,] e Ax; = x; — x;-1. Então, uma aproximação do momento de 


inércia em relação a um eixo L, da parte da barra entre x; € x; é dada por: 


dc) Am; PX d" (c)p(c;) Ах, 
onde d (c;) é a distância do ponto c; ao eixo L (ver Figura 8.78). 


L 


Figura 8.78 
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A soma 
Ddc)am; = 9d" (c)p(c) Ах, a) 
= = 


constitui uma aproximação do momento de inércia da barra em relação ao eixo L. 


Como (1) é uma soma de Riemann da função contínua d?( x) p( x), podemos definir o momento de inércia da barra, 


(x)p(x) dx. (2) 
8.13.2 Exemplos 


0) Determinar o momento de inércia da barra do Exemplo 8.12.1 (ii), em relação a um eixo perpendicular L, que 
passa por x = —3 (ver Figura 8.73). 


em relação ao eixo L, por: 


Solução: No Exemplo 8.12.1 (ii), vimos que a densidade linear da barra é dada por: 
1 
p(x) = 30 + 3), Vx € [a,b] 
e que a distância de um ponto qualquer x da barra até o eixo L, é dada por: 
а(х) = x +3. 


Portanto, usando a fórmula (2), vem 


= Е 3)dx 
o 


22 3 
Е 


(х + 3)* |6 


2 
з 4 


o 


= 540kg · m°. 


(i) Uma barra de 4 m de comprimento é formada por dois materiais A e B, de densidades constantes, como mostra 
a Figura 8.79. Supondo que as densidades de A e B são dadas por p; = 1kg/m e p; = 2kg/m, respectivamente, 
determinar: 


Figura 8.79 


(a) О momento de inércia da barra em relação a um eixo perpendicular Li, que passa па extremidade da barra 
feita pelo material A. 


(b) O momento de inércia da barra em relação a um eixo perpendicular L;, que passa na extremidade oposta da 
barra. 
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Solução: 
(a) A Figura 8.80 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x e o eixo de rotação Г. 


d(x) »x —> 


Figura 8.80 


Usando a fórmula (2), temos: 


„= [e -ldx + [еа 


40kg - m? 


(b) A Figura 8.81 mostra a barra localizada sobre o eixo dos x e o eixo de rotação Lo. 


Figura 8.81 


Usando a fórmula (2), temos: 


2 a 

„= [is = srta [ar 2s 
0 2 

y =D w 


? ay 
3 = 


3 


lo 2 
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Observamos que estes resultados confirmam nossa percepcáo intuitiva, discutida na parte inicial desta segáo. No 
caso do item (a), a barra possui uma capacidade maior de resistir à rotação em torno de L porque a sua parte mais densa 
está mais afastada de L. Assim, para obtermos uma mesma aceleração angular, precisamos aplicar uma força maior que 
no caso do item (b). 

Os resultados obtidos também nos mostram como o momento de inércia de um corpo depende do eixo de rotação 
considerado. 


8.14 Trabalho 


Na Física, o conceito de força pode ser usado para descrever o ato de empurrar ou. puxar um objeto. Por exemplo, 
necessitamos de uma força para 


. levantar um objeto do solo: 


. empurrar um automóvel. 


Intuitivamente, sabemos que a força necessária para levantar um objeto do solo é uma força constante, isto é, sua 
intensidade não varia enquanto está aplicada ao objeto. No entanto, para empurrar um automóvel é necessário uma 
força variável, pois no início do movimento aplicamos uma força maior do que aquela aplicada quando o carro está em 
movimento. 

Se aplicamos uma força F a um objeto, fazendo-o deslocar-se a uma determinada distância d, na direção da força, 
podemos determinar o trabalho W realizado por F sobre o objeto. 

Se a força é constante, definimos W por 


W-F.d. 
Se a força é variável, definimos W usando a integral definida. 


8.14.1 Trabalho realizado por uma força variável 

Suponhamos que um objeto se desloca sobre um eixo L e esteja sujeito a uma força variável F. Sem perda de gene- 
ralidade, seja L o eixo dos x. Suponhamos que F = F(x) é uma funcào contínua em [a, ^]. 

Queremos definir o trabalho realizado pela força F sobre o objeto, quando este se desloca de x = a até x = b, com 
ax b. 

Consideremos uma partição P de [a, b], dada por: 


а= yy < Xj XX; €... < Xj, X; € X x, = b. 
0 1 2 d-1 d n 


Sejam c; um ponto qualquer do intervalo [x,_,,x¡]e Ax, = x, — xj. 
Então, uma aproximação do trabalho realizado pela força F = F(x) sobre o objeto, quando este se desloca no i- 
ésimo intervalo, é dada por: 
W, = Е(с,)Ах, 


Assim, uma aproximação do trabalho realizado pela força F = F (x) sobre o objeto, quando este se desloca de a 
até b é dada por: 


S Flc) Ax, 0) 


Podemos observar que à medida que л cresce muito e cada Ах, > 0, a soma (1) se aproxima do que intuitivamente 
entendemos como o trabalho total W, realizado pela força F(x) sobre o objeto, quando este se desloca de a até b. 
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Como (1) é uma soma de Riemann da fungáo contínua F(x), podemos definir W por 


Q) 


8.14.2 Exemplo Uma criança rolando uma pedra utiliza uma força de 120 + 25 sen x Newtons sobre ela, quan- 
do esta rola x metros. Quanto trabalho deve a criança realizar, para fazer a pedra rolar 2 m? 


Solução: A Figura 8.82 ilustra a situação. No ponto O inicia-se o movimento. Queremos calcular o trabalho W 
realizado pela força F(x) = 120 + 25sen x, sobre a pedra, quando esta se desloca de 0 até 2. 


° 
xv 


Figura 8.82 
Usando (2), temos: 


2 
w- | (120 + 25senx) dx 
0 


2 
= (120x — 25cos x) 


o 


120 - 2 — 25cos2 — 120 - 0 + 25cos0 


lI 


= 240 — 25cos2 + 25 


= (265 — 25cos2) N · m (Newtons - metros = Joules). 


8.14.3 Trabalho resultante da distensão e compressão de uma mola 
A força F(x) necessária para distender uma mola x unidades além de seu comprimento natural é dada por: 


F(x) = kx, (3) 


onde k é uma constante, chamada constante da mola (ver Figura 8.83). 


== —1 і > 


comprimento x 
natural 
Figura 8.83 


As molas reais obedecem à equação (3), que é conhecida como Lei de Hooke. 
Colocamos a mola ao longo dos x com a origem no ponto onde começa o esticamento (ver Figura 8.84). 


Figura 8.84 
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O trabalho realizado para que a mola se estenda de x; até x, é dado por: 


x 
W= | kxdx. (4) 


Observamos que esta fórmula também pode ser usada para a compressáo de molas. 


8.14.4 Exemplos 
(i) Uma mola tem um comprimento de 0,5 m. Uma força de 4N é exigida para conservar a mola esticada 0,6 m. 
Calcular o trabalho realizado para que a mola se estenda de seu comprimento natural até um comprimento de 


12m. 


Solução: Colocamos a mola ao longo do eixo dos x como mostra a Figura 8.85. 
Inicialmente, precisamos encontrar a constante da mola, Pela Lei de Hooke, vem 
F(x) = kx 

Como F(0, 6) = 4, temos: 

k:06=4 


Logo, F(x) = ын 


| — 
0 


0,5 0,7 
he 1,2m > 
Figura 8.85 


Portanto, usando (4) e visualizando os limites de integragáo na Figura 8,85, temos: 


2) 
W= [ uds 


h 


49 
730 J (Joules). 


(4) А constante da mola de um batente numa estação de carga é de 26 X 10* N/m. Achar o trabalho efetuado ao 
se comprimir a mola de 10 cm. 


A Figura 8.86 ilustra este exemplo. Temos que F(x) = 26 X 10*x. 
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Figura 8.86 
Usando (4), vem 


a 
w= [ 26 x 10'xdx 
b 


2 |o. 
26 x 10º E 


lI 


3-10* (бл? 
= 1.300 J. 
Podemos usar a integral para calcular Trabalho em outras situações práticas. Basta identificar um sistema de coor- 


denadas adequado e definir a força variável para a situação considerada. 
Os exemplos seguintes mostram o caso de esvaziamento de tanques pela parte superior. 


8.14.5 Exemplos 

(i) Um tanque tem a forma de um cilindro circular reto de raio igual a 4 m e altura 8 m. Supondo que esteja cheio 
de água (o peso da água por m° é 9.807 Newtons), achar o trabalho efetuado para esvaziar o tanque pela parte superior. 
considerando que a água seja deslocada por meio de um êmbolo, partindo da base do tanque. 


Solução: A Figura 8.87 mostra o tanque com o émbolo a y metros do fundo. 


Figura 8.87 


A força elevatória é igual ao peso da água sobre o êmbolo. Como volume de água acima do êmbolo é dado por 
mr’ (8 — y), temos: 


F(y) = wr (8 — y) - 9.807 
ou, 
F(y) = z + 4 + (8 — y) - 9.807 
= 156.9127(8 — y). 
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Portanto. o trabalho necessário para esvaziar o tanque é 


8 
W= | гөөгөө = y)dy 


8 
= 1569127 | (8— y) dy 
o 

s 


= 156.9127 С = 3 


o 

82 
= 156.912 "(в “8 = 5) 
= 5.021.184 7J. 


(ii) Um tanque tem a forma do cone circular reto, de altura 10 m e raio da base 5 m. Se o tanque está cheio de 
água, encontrar o trabalho realizado para bombear a água pelo topo do tanque. 


Solução: Seja y a distância, em metros, até o ponto de baixo do tanque (ver Figura 8.88). 


xv 


Figura 8.88 


Consideremos uma partição de P de [0, 10] dada por 
0 = y < y, < y < ... Yj < y, < ... < y, = 10. 


= yj, j =0,1,...,n, dividem o tanque em n fatias. 


Os planos horizontais nas alturas ) 
Vamos aproximar a j-ésima fatia por um disco de raio igual ao raio do tanque na altura y, e espessura igual a 


Ay, = ургуул (ver Figura 8.89). 


Figura 8.89 
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Como o cone intercepta o plano xy segunda a reta que passa por (0, 0) e (5, 10) (ver Figura 8.90), temos que o raio 
1 
do j-ésimo disco é dado por 2 


O j-ésimo disco tem volume 


: 
«(9) хурд 


e o peso да água correspondente é 


y 2 
9s07m(2) Ay, kg. 
O topo deste disco está a 10 — y, metros do topo do tanque. Assim, necessitamos 


2 
эво (2) Ay(10 — y)m + kg 


de trabalho para bombear a água até o topo. 


Figura 8.90 


A soma 

n Y; 2 

> 9s07m(2) (10 — y) Ay; 
Ё 


é uma solução aproximada. 
A quantidade exata de trabalho para bombear toda a água até o topo do tanque é 


10 3 
w- [ sse (2) (10 — y)dy 


9.8077 [° 
- 577 | ao- ay 
0 
10 
= 24517157 | (10y? — у?) dy 
0 


10 


u y z) 
=2451.750(102 A 


o 
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5 
= 2451258 10 . E = z) 


= 2.043125mJ. 


8.15 Pressão de Líquidos 


Podemos também aplicar a integral definida para encontrar a força causada pela pressão de um líquido sobre uma 
chapa submersa no líquido, ou sobre um lado do recipiente que o contém. 

Da Física, sabemos que, se um recipiente fechado, como um balão, está cheio de líquido e se forças externas, como 
a gravidade, não são consideradas, então a força exercida pelo líquido sobre uma chapa plana colocada dentro do reci- 
piente, é independente da posição da chapa. A força tem a direção perpendicular à chapa e é proporcional a sua área. 

A constante de proporcionalidade entre a força exercida sobre a chapa e sua área é chamada pressão do líquido, e 
tem como unidade de medida a unidade de força por unidade de área, Por exemplo, 


F 2 
Р = Newtons/m”. 
д Ne ons/m 
No caso de uma piscina cheia de água a pressão é causada pela gravidade e aumenta com a profundidade da água. 
Para um líquido qualquer, a pressão P exercida pelo líquido num ponto sob a superfície do mesmo, a uma profun- 
didade h, é dada por: 


P = wh, 


onde w é o peso do líquido por unidade de volume. 
Como a pressão varia com a profundidade, a força total numa região plana não horizontal, que está submersa numa 
porção de líquidos, é dada por uma integral. 
A seguir, vamos determinar a força total sobre uma chapa plana, submersa em um líquido, verticalmente, como 
mostra a Figura 8.91. 


МАА ААА UI UI I ААА ^7 Superfície ou 
nível do líquido 


Figura 8.91 


Escolhendo o sistema de eixos coordenados adequadamente, podemos supor que a chapa tem a forma da região do 
plano xy limitada por y=c,y=d,x=f(y) e x= g(y), onde f e g são funções contínuas em [c, d] e 
f(y) = g(y). Vy € [c.d] (ver Figura 8.92) 
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Figura 8.92 
Vamos supor que o nível do líquido contenha a reta y = k. 
Seja P uma particào de [c, d] dada por 
c = y < y, < y, < ... < Y SY < ... < y, = d. 
Seja s; um ponto qualquer do intervalo [y,_,, y]e Ay, = y, — yj... 
A chapa pode ser aproximada por n retángulos de largura 
Li = f(s) = &5) 
e altura 
H, = Ay; (ver Figura 8.93). 


AY 


t 


Figura 8.93 


A área do j-ésimo retângulo é dada por: 
A, = Lj* H, 
=[/(5)) — в(5у)]Ау„ 
Se Ду, é pequeno, então todos os pontos do retângulo estão aproximadamente à mesma distância, k — 5, do nível 
do líquido. Logo. a pressão em qualquer ponto do retângulo pode ser aproximada por: 
we (k — s). 
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A força no j-ésimo retângulo é aproximadamente igual a 


w(k = sj)[f(s;) — 8()]Ay;, 


A força total sobre a chapa é aproximadamene igual a 
n 
2w(k = sif (s) — g(s)]Ay a) 
ja 


Podemos observar que à medida que n cresce a cada À y, > 0, a soma (1) se aproxima do que intuitivamente enten- 


demos como a força total sobre a chapa. Como (1) é uma soma de Riemann da função contínua 


wlk = DO) — 8) 
podemos definir a força total sobre a chapa como 
(2) 


g(y)]dy 


8.15.1 Exemplos 
Um depósito de água tem extremidades verticais com a forma de um trapézio isósceles de base menor igual 


(0 
а 4 m, base maior 12 m e altura 8 m. Determinar a força total sobre uma extremidade, quando o depósito está 
cheio de água. 
Solução: А Figura 8.94 ilustra o trapézio num sistema de coordenadas cartesianas. 
AY 


Nível da água 


xv 


Figura 8.94 


Como a figura apresenta simetria em relagáo ao eixo dos y, vamos analisar só a regiño do primeiro quadrante. Esta 


regiáo está delimitada por: 
+4 
y=0,y=8,1=0ex=% Я 


O nível da água contém a reta у = 8. 
O peso da água por metro cúbico é conhecido, da Física, como w = 9.807 Newtons. 
Usando (2), temos: 
8 på 
F= 2f 9.807(8 — y) ay 
0 
8 
= 9.807 | (8 — y)(y + 4) dy 
o 
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8 
= вот | (32 + 4y — y?) dy 
0 


y y 
= 9.807 зу +42 5 
( EE 


ELCHE 
= 209222538 Newtons. 


(ii) Uma chapa semicircular de 0,2 m de raio acha-se submersa verticalmente num líquido, como mostra a Figura 


8.95. Determinar a força exercida sobre um lado da chapa, sabendo-se que o líquido pesa 10* N por m°. 


0,2m 


Figura 8.95 


Solução: А Figura 8.96 mostra a chapa colocada num sistema de coordenadas cartesianas. 


Devido à simetria em relação ao eixo dos y, vamos considerar a região delimitada por y = —0,2, y = 0, х = 0e 


x= М0 — y. 


O nível da água contém a reta y = 0. 


Figura 8.96 


Usando (2), temos 


F= 2i 10*(0 — y) V004 — y dy 
T 
o 
=2. wf = yV0.04 - y'dy 
-o2 


mos 1 (0.04 — y")? 
-2 (5 32 ) 


o 


-02 
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а 2 3⁄2 
3 0,04 


= 53,33 Newtons. 


8.16 Excedentes de Consumo e Produgáo 


Em geral as pessoas consideradas aqui como consumidores adquirem mercadorias porque elas lhes proporcionam 
uma satisfação considerada a melhor. Quão melhor será a satisfação das pessoas, em conjunto, por poderem adquirir um 
produto do mercado” Esta pergunta pode ser respondida utilizando-se integração, calculando-se o Excedente do con- 
sumidor que é a diferença entre o preço que um consumidor estaria disposto a pagar por uma mercadoria e o preço que 
realmente paga. 

Para calcular o excedente do consumidor é necessário conhecer a curva da demanda. Vamos supor que p = f(x) 
é a função demanda, contínua, que relaciona o preço p de um bem de consumo com a quantidade x demandada. Para um 
preço fixado pelo mercado, denotado por p, tem-se a quantidade demanda de X unidades. A Figura 8.97 mostra um exem- 
plo de curva da demanda de um produto A. 


фр 


П 
I 
| 
П 
I 
| 
| 
1 

x 


Figura 8.97 


Vamos dividir o intervalo [0, x ] em n subintervalos com comprimentos iguais, Ax, como mostra a Figura 8.98. 


^p 


PE 


X X2 29 Хул AX 


Figura 8.98 
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Observa-se que existem consumidores que pagariam um preço unitário de pelo menos р = f (xi) unidades mo- 
netárias pelas primeiras Ax unidades em vez do preço de mercado definido como p unidades monetárias por unidade. A 
quantia economizada por esses consumidores é aproximadamente igual a: 


ТОцуйх — p Ax = [f (x) — РЈАх 


que é a área do retângulo denotado por R,. 
Continuando esse raciocínio podemos escrever que a quantia total aproximada economizada pelos consumidores ao 


comprarem x unidades da mercadoria é: 
n 
Ef (a -px 
it 


O primeiro termo dessa expressão é uma soma de Riemann da função demanda no intervalo (0, x], Fazendo n — ©, 
obtemos a expressão que fornece o cálculo exato para o excedente de consumo do produto, denotado por CS: 


CS = lim S f(x)Ax - 21 - [rea — px. 
me Lia o 


Podemos também visualizar a última expressáo como 


Geometricamente o excedente de consumo pode ser interpretado como a área da figura limitada superiormente pela 
curva de demanda p = f(x) e inferiormente pela reta p = p no intervalo [0, x], como ilustra a Figura 8.99. 


^p 


Excedente 
de consumo 


o 


Figura 8.99 


Com o mesmo raciocínio podemos considerar a função oferta p = g(x) que relaciona o preço unitário p de um 
bem e a quantidade x que o fornecedor tornará disponível no mercado àquele preço. 

Vamos supor que P seja o preço fixo de mercado estabelecido para o específico bem e que com este preço a quan- 
tidade a ser colocada no mercado será de x unidades. Assim, concebe-se que os fornecedores que colocarem o bem no 
mercado com um preço mais baixo terão a chance de lucrar mais. 

A diferença entre o que os fornecedores realmente recebem e o que eles estariam dispostos a receber é chamada de 
excedente de produção que denotamos por PS. 

De forma análoga ao excedente de consumo podemos concluir que: 
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Р5-рх- [so ax 
o 


ou 


sendo g (x) a função oferta, p o preço unitário de mercado e x a quantidade em oferta. 
Na Figura 8.100 podemos visualizar o excedente de produgáo. Geometricamente, temos a área delimitada superior- 


mente por p = p e inferiormente por p = g(x) no intervalo [0, x]. 


Excedente de produção 


xi 


Figura 8.100 


É interessante observar graficamente (ver Figura 8.101) o Excedente de Consumo e Produção em um único sistema 
cartesiano, usualmente utilizado no contexto econômico-financeiro para análises de mercado. Neste caso o preço de mer- 
cado é o preço de equilíbrio. 


Figura 8.101 
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8.16.1 Exemplos 


G) Para as bicicletas da marca A de 10 marchas a função demanda é dada por p = f(x) = —0,00152x? + 0,095x 
+ 196,26 e a função oferta p = g(x) = 0,000964x^ + 0,04464x + 53,59, sendo que p é o preço unitário em 
reais e x a quantidade de bicicletas demandada (ou ofertada). Determinar os excedentes de consumo e de pro- 
dução supondo que o preço de mercado é igual ao preço de equilíbrio. 


Solução: А Figura 8.102 apresenta o gráfico das duas funções com o ponto de equilíbrio destacado. As regiões 
que mostram graficamente o excedente de consumo e de produção estão assinaladas. 


4 p (reais) 
225 


200 
175 
150 
125 h 
100 | 
75 ! 
50 ! 
25 ! 


X (milhares de unidades) 
> 


1 1 
25 50 00 50 200 250 


Figura 8.102 


Lembramos que o ponto de equilíbrio pode ser encontrado algebricamente resolvendo a equação: 
= 0,00152x? + 0,095x + 196,26 = 0,000964x* + 0,04464x + 53,59 
ou 
0,002484x? — 0,05036x — 142,67 = 0 
que tem como solução positiva aproximadamente o valor x = 250. 
O excedente de consumo é encontrado usando-se a integral 


250 


CS = Ї = 0,00152x2 + 0.095x + 196,26 — 125] dx 
о 


250 
= | [ — 0,00152x? + 0,095x + 71,26] dx 
D 


-0,0015237 2 28) 
=, 00955 + 7126x| = 12.867,08 
3 2 Р 
Assim, a diferença entre о preço que os consumidores estariam dispostos a pagar por uma bicicleta е o preço que 
realmente pagam é de R$ 12.867,08. 
O excedente de produção é encontrado usando-se a integral 


250 
PS = | [125 — (0.000964x2 + 0.04464x + 53,59)] dx 
0 
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250 
[ [-0,000964x? — 0,04464x + 71,41] dx 


[] 


P x 250 
— 0.000964 — = 0,04464 — + 71,41х| = 11.436,66. 
o 


Assim, a diferença entre o que os fornecedores realmente recebem e o que eles estariam dispostos a receber é igual 
a R$1 1.436,66. 


(Gü) A função demanda para uma certa peça de reposição de motores de barco é dada por p = —0,0L” — 0,1x +4, 
sendo p o preço unitário em reais e x a quantidade demandada, medida em unidades. Determine o excedente 
de consumo se o preço de mercado é estabelecido a R$ 2,00 cada peça. 


Solução: А Figura 8.103 mostra o gráfico da função demanda e a área que representa o excedente de consumo. 


tp 
4 


Figura 8.103 


Observamos que para o preço de mercado estabelecido, a quantidade demandada é x = 10 unidades. 


Temos: 
10 


С$ = | [-001x? — 0,1х + 4 — 2] dx 
Й 


10 
| [-001x? — 0,1х + 2] dx 
[ 


1 


3 з jö 
-1.01% - 015 + 2x| = 11,66 
3 2 Ї 


Assim, a diferença entre o preço que os consumidores estariam dispostos a pagar por uma peça e o preço que геа!- 
mente pagam é de R$ 11,66. 


8.17 Valores Futuro e Presente de um Fluxo de Renda 


Podemos medir o valor de um fluxo de renda de duas maneiras: valor futuro e valor presente. 
Para entender o significado, podemos supor que uma rede de supermercados gera um fluxo de renda por um certo 
período de tempo, por exemplo, por 5 anos. À medida que a renda é realizada, ela é reinvestida e rende juros a uma taxa 
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fixa. O fluxo de renda futura, acumulado durante os 5 anos, é a quantia de dinheiro que a rede de supermercados possui 
ao final desse período. 
O valor presente de um fluxo de renda também pode ser obtido utilizando-se integrais. 


8.17.1 Definição O valor futuro acumulado, ou total, após T anos de um fluxo de renda de R(t) unidades mo- 
netárias por ano, rendendo juros compostos continuamente à taxa de r por ano é dado pela integral definida 
T 
VF = “| R(t)e "dt 
0 
Para entender o surgimento desta integral basta acompanhar os passos que seguem: 


(1) Dividir o intervalo de tempo (0, T] em n subintervalos de mesmo comprimento, denotados por At. A Figura 
8.104 mostra essa partição. 


Figura 8.104 


(2) Observar que a renda gerada durante cada intervalo de tempo de comprimento Ar é dada aproximadamente 
por R(t;) At, para i = 1, 2, 3,...„ n. 


(3) О valor futuro desta quantia, daqui a T anos, calculado como se fosse ganho no instante t, é igual a 
[RG;)Are" ? unidades monetárias. Observamos que está sendo usada a fórmula de juros compostos conti- 
nuamente. 


(4) A soma dos valores futuros do fluxo de renda gerado ao longo de cada subintervalo de tempo é aproximada- 
mente igual ao valor futuro acumulado no decorrer de T anos ou 


VF,proximado = R(t) + R(r)e 9м +... + Rg) Tt) Ar 
= er Y R(1)e "At 
A 


(5) А soma apresentada em (4) é uma soma de Riemann da função e? R(1)e”” о que nos leva à definição dada 
em 8.7.1. 


Em alguns momentos o interesse está no valor presente do fluxo de renda, denotado por VP. Neste caso tem-se: 


R(De “dt. 


8.17.2 Exemplo 
(1) Qual é o valor presente acumulado de um fluxo contínuo de receitas que dura 2 anos à taxa constante de 
R$ 3.000,00 por ano e é descontado à taxa nominal de 6% por ano? 
Neste caso estamos diante do cálculo simples de valor presente do fluxo de renda, ou seja, 


T 
ҰР = | R(t)e "dt 


= [3000 X eg 


lo 


= 21 ан 
= 3.000 x 506° | 
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чыкыза» 


= —50.000(e-*99*? — 1) 
= 5.653,08. 


(2) Os dados dessa discussão auxiliam na análise de investimentos. Vamos supor que a reforma de uma grande loja 
pode ser desenvolvida a partir de dois diferentes planos de obra: 
* Plano А — desembolso de R$ 230.000,00; 


* Plano B - desembolso de R$ 150.000,00. 
No estudo realizado estimou-se que o plano A vai propiciar um fluxo de renda líquida gerado à taxa de 
R$ 620.000,00 por ano e o plano B a taxa de R$ 520.000,00 por ano no decorrer dos próximos dois anos. Se a taxa de 
juros pelos próximos cinco anos for de 10% ao ano, qual dos dois planos gerará maior renda líquida ao final dos dois anos? 
O valor presente acumulado de cada plano é calculado como segue: 
(2 2 
V Peano a = | 620000 х е-0 4 V Pounog = | 520000 x e 0. qt 


o o 


R 


1.123.869.33 = 942.600,08 


Para dar a resposta ao problema vai ser necessário subtrair o desembolso inicial. Assim, para o Plano A tem o valor 
de R$ 893.869,33 e para o Plano B o valor de R$ 792.600,08. Portanto, a melhor opção sob esta análise é o Plano A, 
pois poderá gerar uma renda líquida maior no período de dois anos. 


8.18 Exercicios 


1. Encontrar a massa total e o centro de massa de uma barra de 12 cm de comprimento, se a densidade linear da barra 
num ponto P, que dista x cm da extremidade esquerda, é (5x + 7)kg/cm. 


2. Encontrar a massa tota] e o centro de massa de uma barra de comprimento 3m, se a densidade linear da barra num 
ponto situado a x m do extremo é (5x + 3) kg/m. 
3. Calcular a massa total e o centro de massa de uma barra de 5m de comprimento, sabendo que a densidade linear 


num ponto é uma função do 1° grau da distância total deste ponto ao extremo direito da barra. A densidade linear no 
extremo direito é Skg/m e no meio da barra é 2 kg/m. 


4. Uma barra horizontal está localizada sobre os eixos dos x, como mostra a Figura 8.105. 


Figura 8.105 


Se a densidade lincar num ponto qualquer da barra é proporcional à distância deste ponto até a origem, determinar 
b+a 


о valor da constante de proporcionalidade, de modo que a massa da barra seja m = um. 


5. O comprimento de uma barra é 2 m e a densidade linear no extremo direito é 1kg/m. A densidade linear num ponto 
varia diretamente com a segunda potência da distância do ponto ao extremo esquerdo. Calcular a massa total e o 
centro de massa da barra. 


6. Determinar o momento de inércia de uma barra homogênea de 3 m de comprimento, em relação a um eixo perpen- 
dicular, que: 


(a) passano ponto médio da barra; (b) passa por uma das extremidades da barra. 


Considerar a densidade linear da barra igual a 0,8 kg/m. 
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9. 


10. 


1. 


12. 


13. 


14. 


15: 


16. 


14. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Uma barra horizontal mede 8 m de comprimento. No seu ponto médio a densidade linear é 0,8 kg/m e cresce pro- 
porcionalmente com o quadrado da distância até este ponto. Se em uma das extremidades a densidade é 16,8 kg/m, 
determinar a massa e o centro de massa da barra. 


Determinar o momento de inércia da barra do exercício 7 em relação a um eixo perpendicular que: 

(a) passa no ponto médio da barra; (b) passa por uma das extremidades da barra. 

Achar o momento de inércia da barra dos exercícios | e 3 para um eixo perpendicular que: 

(a) passa pelo extremo direito; 

(b) Passa pelo extremo esquerdo; 

(c) passa no ponto médio da barra. 

Uma barra localizada sobre o eixo dos x tem extremos x = 0 e x = 4. Se a densidade linear é dada por 
р(х) = ттт determinar a massa е o centro de massa da barra. 


Determinar o momento de inércia da barra do Exercício 10 em relaçào a um eixo perpendicular que passa no ponto 
x= =, 


Determinar a massa e o centro de massa de uma barra que está localizada sobre o eixo dos x com extremos nos pon- 


tos x = Oe x = 1. A densidade linear da barra é dada por р(х) = e”. 


Determinar o momento de inércia da barra do Exercício 12 em relação a um eixo perpendicular que passa pela ori- 
gem. 


Uma barra homogênea mede 3 m de comprimento. Se o seu momento de inércia em relação a um eixo perpendicu- 
lar que passa por uma de suas extremidades é 22,5 kg.m”, determinar a densidade linear da barra. 
Uma mola tem comprimento natural de 10 m. Sob um peso de 5 N, ela se distende 3 m. 


(a) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de seu comprimento natural até 25 m. 
(b) Determinar o trabalho realizado para distender a mola de 11 m a 21 m. 


Uma força de 12 N é necessária para comprimir uma mola de um comprimento natural de 8 m para um comprimen- 
to de 7 m. Encontrar o trabalho realizado para comprimir a mola de seu comprimento natural para um comprimento de 
2m. 


Uma mola tem comprimento natural de 12 m. Para comprimi-la de seu comprimento natural até 9 m, usamos uma 
força de 500 N. Determinar o trabalho realizado ao comprimir a mola de seu comprimento natural até 5 m. 


Um balde pesa 5 N e contém argila cujo peso é 30 N. O balde está no extremo inferior de uma corrente de 50 m de 
comprimento, que pesa 5 N e está no fundo de um poço. Encontrar o trabalho necessário para suspender o balde até 
a borda do poço. 


Um tanque cilíndrico reto de raio 1,2 m e altura 3 m está cheio de água. Achar o trabalho efetuado para esvaziar o 
tanque, pela parte superior. 


Um tanque cilíndrico circular reto de 2 m de diâmetro e 3m de profundidade está cheio de água e deve ser esvazia- 
do pela parte superior. Determinar o trabalho necessário para esvaziar o tanque: 


(a) considerando que a água seja deslocada por meio de um êmbolo, partindo da base do tanque: 
(b) por bombeamento. 


Um tanque tem forma de um cone circular reto, de altura 20 m e raio da base 102 cm. Se o tanque está cheio de 
água, encontrar o trabalho realizado para bombear a água pelo topo do tanque. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 
28. 


29, 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 
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Um reservatório cheio de água é da forma de um paralelepípedo retángulo de 1,40 m de profundidade, 4 m de lar- 
gura e 8 m de comprimento. Encontrar o trabalho necessário para bombear a água do reservatório ao nível de 1 m 
acima da superfície do mesmo. 


Uma comporta vertical de uma represa tem a forma de um retángulo de base 4 m e altura 2 m. O lado superior da 
comporta está a 0,5 m abaixo da superfície da água. Calcular a força total que essa comporta está sofrendo. 


Um tanque tem forma de um prisma quadrangular de altura 1 m. Se o tanque está cheio de água e o seu lado da 
base mede 3 m, determina a força decorrente da pressão da água sobre um lado do tanque. 


Uma chapa tem a forma da região delimitada pelas curvas y = xe y = 4. Se esta chapa é imensa verticalmente na 
água, de tal forma que seu lado superior coincide com o nível d'água, determinar a força decorrente da pressão da 
água sobre um lado da chapa. 


Uma chapa retangular de | m de altura e 2 m de largura é imersa verticalmente num líquido, sendo que sua base 
inferior está a 3 m da superfície do líquido. Determinar a força total exercida sobre um lado da chapa, se o líquido 
pesa 4.000 N/m’. 


Nos exercícios 27 a 30, temos uma comporta de uma represa, colocada verticalmente, com a forma indicada. 
Calcular a força total contra a comporta. 


Um retângulo com 30 m de largura e 10 m de altura; nível d'água: 2 m acima da base da comporta. 


Um trapézio isósceles com 30 m de largura no topo, 20 m de largura na base e 8 m de altura; nível d'água: coinci- 
de com o topo da comporta. 


Um triângulo isósceles com 16 m de largura no topo e 10 m de altura; nível d'água: coincide com o topo da com- 
porta. 


Um trapézio isósceles com 17 m de largura no topo, 9 m na base e 5 m de altura; nível d'água: 2 m acima da base 
da comporta, 


O topo de um tanque tem 3 m de comprimento e 2 m de largura. As extremidades são triângulos equiláteros verti- 
cais, com um vértice apontando para baixo. Qual é a força total em uma extremidade do tanque, quando ele está 


cheio de um líquido que pesa 12.000 Newtons por m? 


Uma chapa é limitada pela curva y = 4% e a reta y = 1, no plano xy, com o eixo dos y apontando para cima e suas 
escalas medidas em metros. A chapa está submersa em óleo, cujo peso é 9.600 Newtons por m°, com a reta у = 1 
sobre a superfície do óleo. Qual é a forca do óleo em cada lado da chapa? 


Uma lámina tem a forma de um triángulo retángulo de lados 3, 4 e 5 m. A làmina está imersa verticalmente num 
líquido, de tal forma que a hipotenusa coincide com o nível do líquido. Determinar a força exercida pelo líquido 
sobre um lado da lâmina, se o peso do líquido é 6.500 N/m*. 

A função demanda para um certo produto é dada por p = —2x? + 9 sendo p o preço unitário em reais e x a 
quantidade demandada semanalmente. Determine o excedente de consumo se o preço de mercado é estabelecido 
à R$ 5.00 cada unidade do produto. 


Um fornecedor de produtos de limpeza estabelece que a quantidade de mercadoria a ser colocada no mercado está 
relacionada com o preço p, em reais, pela função p = x? + 5x + 1. Se o preço de mercado é igual a R$ 6,00, 
encontrar o excedente de produção. 

A quantidade demandada de um certo produto A está relacionada ao preço unitário p, em reais, por p = 10 — 2x 
e a quantidade x (em unidades) que o fornecedor está disposto a colocar no mercado está relacionada ao preço 
unitário p por p = 5x + 1. Se o prego de mercado é igual ao preço de equilíbrio, determine o excedente de con- 


sumo e o excedente de produção. 


Estima-se que um investimento gerará renda à taxa de R(1) igual a R$ 180.000 рог ano pelos próximos três anos. 
Determine o valor presente deste investimento se a taxa de juros é de 6% ao ano compostos continuamente. 


Apêndices 


Apêndice A — Tabelas 


Apêndice B — Respostas dos Exercicios 
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Identidades Trigonométricas 


(1) зеп?х cosx-1 (2) 1 + tgx = sec 

(3) 1 + cotg'x = cosecx (4) sen2x = 1/2(1 — cos 2x) 

(5) cosx = 1/2(1 + cos 2x) (6) sen 2х = 2 ѕепх cosx 

(7) scnxcosy = 1/2[scn(x — y) + sen(x + y)] (8) senxseny = 1/2[cos(x — y) - cos(x + y)] 


(9) cosxcosy = 1/2[соз(х — у) + cos(x + y)] 


——————— A n e 


Tabela de Derivadas 


Nesta tabela и e v são funções deriváveis de x e c, а e a são constantes. 


(1) y=c>y=0 (2)y=x>y' =1 

(3 y=cu=>y=c-w (My=u+v>y=4u+v 

(5) yau vey siey vu (6) y= у = 67 

(7) у= (а + 0) y =a l. (8) y = a" (a > 0,а + 1) y = a" паи 

(9) у-у =a (10) y = logu =y’ = E tog,e 

(11) yem ct (12) y= wy = vu! w +u”. lnu: v (u > 0) 


(13) y= sen u= y = cos u и (14) y= cos u= y' = -sen u и 


(15) 


(17) 


(19) 


Q1) 


(23) 


(24) 


(25) 
(27) 


(29) 


61) 


(33) 


y 


y 


y= 


y 


y 


y 


y 


y 


y 
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= (риу = —secduu (16) 
= вес u= y' =secu-tgu-u (18) 
= arc sen u= y' = (20) 
= шейш” (22) 
gu STF 
= arc sec u, ju] лау |у > 1 
іщ№и? — 1 
= arc cosec и, ju = 1s y' = ==, |u| > 1 
ju Via — 1 


= senhu = у' = cosh и+и' 
= tgħu — y! = sech? и-и! 


НЭЭЖЭЭ 


= argsenhu — y' = 


= arg tgh us у = 


y 


y 


y = arccosu = y' = 


y 


= cotgu — y! = —совес?и+и' 


cosecu => y' = —cosecu • cotgu «u^ 


= arc cotg u = y' = 


(26) у = cosh u= y' = senhu-u' 


(28) y = cotghu = у = —cosech?u- u' 


(30) y = cosech u= y' = —cosech u * cotghu + 


(32) y = argcoshu = y' 


(34) у = arg cotgh u= y' = 


(35) у = агр sech u>y' = 0-и«1 (36) y = arg cosechu>y = Eu 
ju VA + 
Tabela de Integrais 
du 
(1) L (2) [Emu e 
A Н " 
(3) [еа | + Cla é constante + —1) (4) [еа -2+ 
(5) fe du =e" + C (6) [sena du me 
(7) ES udu = sen u + C (8) fis udu = In [sec u| + C 
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(9) | cotg u du = In enu] + C (10) |cosec u du = In|cosec u — cotg u| + C 
(11) | secu du = шеси + tg uj + C (12) |sec u du = tgu +C 

(13) |cosec'u du = —cotg u + C (14) |secu-tgu du = secu + C 

(15) | cosec u- cotg udu = —cosec u + C (16) 

(17) = are tg = + C (18) 

(19) | senh udu = cosh u + C (20) | cosh udu = senh u + C 

(21) |sech^udu = tgh u + C (22) |cosech^udu = —cotgh u + C 

(23) |sech u- tgh udu = —sech u + C (24) |cosech u*cotgh u du = —cosech u + C 
(25) [FM u + vise |+ C (26) ml + c 

(27) um = EG 

Fórmulas de Recorrência 

(1) [senta du = од sen" u cos u + fa [е du 


(2) Е du = Ecos! Dus [eos uu 
@ | 
(4) | cotg" tu — С 


di 


2-2 


(5) sec”u du = sec utgu+ 
di 


"ES 


2 


[se u du 
1 
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(6) |соѕес"и du = cosec" ^u сори + nc cosec" ?u du 
8 pr, 
o du ийд жу" 3 J du 
@2 + Фу | 24(6-1)  2e(n-— 1) 1G? + dy! 


Capitulo 1 
Seçào 1.6 


de 


a) 
d) 
g) 
» 
m) 
p) 


8) 


. a) 


(12,40); 
(=>, 0) U (20/3, +з); 
[-1.1/2); 

(==, -4JU[-1, 1]; 
(725,3) U (4, +2) : 
Quem) 


(=%,=1/2); 


{-9/5, 3}; 
{4/33}; 


{-11/10,11/8}; 


(719.-5); 

(75,1) U (4,9); 
(75,75) U (1,9): 
(-6,-3)U (-1.2): 
$: 
(-=,-2)U(2/3,+=); 


(==, -7/2]U [-1/6,) . 


n 


4) 


(=2.68/19): 
13,3): 

(==, -3) U (2, +2); 
(-=,0]; 

(-14,-4); 

(==, -2]U (1): 


[2/3,+®) U (1/2) . 


1-1/4,11/12): 
(401.4); 


18). 


12/3.21: 
(-10,-2/3): 
[9/7.19]: 
(2.14/3) — (3): 
b: 


[=2, 4] - (51,3); 


[2] 


€) 


0) 


т) 


(-5/3,4/31: 

(-2,1)U (2, +); 
(71.1) U (1,+0); 
(=%,=1]U [1,+%) U {0}; 
(=%,5) U [13/2,+%) 


(=x, -5/2]U(-1, 2): 


12/5,8/9); 


1-7/2, 3/4); 


(-=,-2/3]0[7/3,+=); 
(—®,—2/3] 6 10, 9) ; 

(==, 75/2] 0 [3/2,+=); 
(—=,11/7JUB,+=) - (1/2); 
[-3⁄2. 0]; 


(0,+®); 
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Capitulo 2 
Seção 2.10 
1-4 x 4 15 4-4 
10% BU eI Ue a 97 Ша 
-263 1 9: — —22 + 38: — 88 20 
29-8: Ug 939 9o som 9 70-7)» 9 NM. 
1= 2rTT 
3.5-Wn2 5. 244248 6. уст 
MV aeo 
10. а) атл; b) 62; с) — + 22°. 11. 2У16- х? 
E 
12. a) 9,3;2; b) [2, 8]; c) —42 — 16t — 7;[-7/2, -1/2]; d) 9; 2 
13. a) IR; b)[-2,2 c) IR-(4; d) (2*9); е) (-e1U(354-9 01-31: 
h) IR — (a); i) [-5. 21; p (==, -1) U[0, +0); k) IR — (0) 1) [0,+®). 
14. (а) y = Зх — 1IRIR 
(0) y = xè, R, R} 
(c) Não é função y = f(x) 
() y = - Va - Y,[-2,2,[-2,0] 
(e) Não é função 
1 
(0 у= pR- (0), E - (0) 
(g) y = х? + HIR 1, +=) 
15. As respostas gráficas não serão apresentadas. 
(a) [-2,2), [0,2] 
(b) IR, f a 1} 
312: 
(с) IR,(=2,0] U {1} U [4, +00) 
16. (а) D(f) - IR 


Conjunto imagem : (-2, +=) 
Raízes: —V2— 4 e V2-4 


Ponto de mínimo em x = —4 


g R; 
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Valor mínimo: —2 
Intervalo de crescimento: (-4, +=) 


Intervalo de decrescimento: (— =, —4] 


(b D=IR 

Conjunto imagem: (=, 3] 
Raízes: 2 — V3 e 2 + УЗ 
Ponto de máximo em x = 2 
Valor máximo: 3 

Intervalo de crescimento: (—=, 2] 


Intervalo de decrescimento: [2, + =) 


(c) D=IR 

Conjunto imagem: [0, +=) 
Raiz: 2 

Ponto de mínimo em x = 2 
Valor mínimo: O 

Intervalo de crescimento: [2, +) 


Intervalo de decrescimento: (— =, 2] 


(d D=IR 

Conjunto imagem: (— =, 0] 

Raiz: —2 

Ponto de máximo em x = —2 
Valor máximo: O 

Intervalo de crescimento: (—=, -2] 


Intervalo de decrescimento: [-2, +) 


(e) D=IR 
Conjunto imagem: IR 
Raiz: 0 


Intervalo de crescimento: (—=, +) 


(DD=R 
Conjunto imagem: IR 
Raízes: Uma raiz real com valor aproximado de 1,59 


Intervalo de decrescimento: (—=, +=) 
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18. 


21. 


22. 


25. 


26. 


28. 


(g) р-1-3,3) 
Conjunto imagem: 
Raiz: 0 

Ponto de mínimo ei 
Valor mínimo: 0 
Pontos de máximo 
Valor máximo: 3 


[0,3] 


mx-0 


em —3e3 


Intervalo de crescimento: [0, 3] 


Intervalo de decrescimento: [-3, 0] 


h) D = 1 - (2) 


Conjunto imagem: 


IR - (0) 


Intervalos de decrescimento: (— =, 2) e (2, +=) 


ü D = R- (-3) 


Conjunto imagem: 


R - (0) 


Intervalo de crescimento: (— =, —3) e (-3, +=) 


G) D = [0, +) 
Conjunto imagem: 


Raiz: x = 0 


[0, +=) 


Ponto de mínimo em x = 0 


Valor mínimo: 0 


Intervalo de crescimento: [0, +>) 


2e-3;2e9 


D(f) = Bro); 


Vz; — Vx 


c) bx 


d) +(x? – Зх + 5) 


20. 4x- 21; 4? – 28r + 49; 4x — 14 


S» , 
24. fala) =p, 


NS 


D(g) = [-2,+®); D (h) = (2,6): D(p) = [2, +=); 


27. 


x=0 
0<x=2 
x>2 


D(q) = [2, +=) 
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32. (a) Na 2º semana (Б) Na 4º semana 


(c) O número de pessoas infectadas cresce lentamente no início da epidemia; num segundo momento esse número cresce rapi- 
damente e depois volta a crescer lentamente até que a epidemia fique controlada. 


33. L = -à + 62x - 1.200 34. C,- 2000 + 010x 
35. Pn = 5 XZ", n = número de horas 36. 72 
Seção 2.17 
1 7 
5. 10954583 


6. a) par b) ímpar с) não é par nem ímpar d) par 


е) par f) ímpar g) nãoé par nem ímpar h) par i) ímpar j) ímpar 


30. а) [-13,1] Ы 1=x=100 q U (e, nn +5] 
„©з 2 


39. q = 24 - 3x ; (a) 9; (b) R$ 4,00 


40. (a) 1.6 unidades monetárias 


41. (а) f(x) = E + 25; (b) R$ 22.225,00 


42. (а) R(q) = 274; (b) R$ 38.000,00 (c) R$ 3.000,00 


43. (a) 7.300 unidades monetárias; x — 90 


44. (a) Р= 1,6; (b) P= 


6 
45. с) 4 + or 


47. Quando a > 0, o gráfico de g (x) coincide com o gráfico de f(x), deslocado a unidades para a esquerda. Quando а < 0,0 
gráfico de g (x) coincide com o gráfico de f(x) , deslocado a unidades para a direita. 


48. O gráfico de g (x) coincide com o gráfico de f(x), deslocado verticalmente: a unidades para cima quando a > 0 ou a 
unidades para baixo quando a < 0. 


49. (a) f(x) = (x — 3)? deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita. 


(b) f(x) = (x + 2) ; deslocamento horizontal de 2 unidades para a esquerda. 
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(c) f(x) = (x — 3) - 4; deslocamento horizontal de 3 unidades para a direita e deslocamento vertical de 4 unidades para 
baixo. 


50. (a) »-jen b) y=2x+2 (O y=N (d у=1+ Vx-4 


51. (а) у= Ух (0) y=1+ Vx о у= 2+ 5 а (d) ) 
52. Se pretendo me deslocar mais de 100 km devo escolher a locadora B e em caso contrário a locadora A. 
53. Quadrado de lado igual a 20 cm. 

54. (a) у= L& € 32.— (c) 17% (0) -40°C = —40 °F 


55. Aproximadamente 47 anos. 


56. (a) 1,2q, + 1,59: = 180, sendo q, a quantidade de latinhas de refrigerante e q, a quantidade de cachorros quente. 


(c) 120 cachorros quentes. 


57. (a) Cr = 12.400 + 262x 


(c) O custo fixo é o coeficiente linear da reta e o custo variável, o coeficiente angular. 


58. (a) М = Me 0900879: (b) aproximadamente 74% 


59. (a) М = Me 995198: (b) 1=135,7 anos (с) ' = 37144 anos. 
Capitulo 3 
Seção 3.6 

1. a) -1 b) 3 c) d d) -1 с) 3 13 
2. a) 0 b) 0 213 d) +% 

3.4) 0 b 0 с) 0 d) +% е) ~=% f) 4 
4. a) 0 b) 0 c) += d) -æ e) 1 

5. a) += b) 12 oz d) 1⁄2 e) —% 


11. 0.005 12. 0.166... 13. 011 14.1 15. 0,75 


16. (a) 2 
18.3 


23. 4.096 


28. -1 


33. 


Seçào 3.8 
1.92 


4. а) 2 


9. a) -1 


10. a) 5 


Seção 3.10 


1. a) 12 


19. -1 


24. 43 


Segáo 3.13 


1.92 


bo (© 0 
19.8 20.9 
24. 6/5 25. 54 
29. 9/2 30. Vit 
34.2 35. '+16 
b) 2 e) 2 
3.90 b 0 

b 2 e) 2 

b) 1 90 

b) 10 9o 

b) -1⁄4 c) 8/5 
) -9/4 c) 23 
5.0 6.1 


20. 112 21. -12 


25. 1/9 26. —1/5 


b) 1/6 2. a) += 


Apêndice B — Respostas dos exercicios — -— 


(d) 0 

21.8 22.21 
26.2 27.5 
31. va 32. 


36. V7 зу, 085 


4 
d) 8 е) 8 f) 8 
90 
T n 
5. b) 1,—1е7 ge 
d) -= dá 90 g0 
d) 10 e) 0 
d) 17 e) -19 012 
4) 13 
7. 172 8. a+1 
12.4 13. 1⁄8 
17. bha 18. 1/2 
22. bla 23. 1/3У2 
27.1 
b) 0 


^ Cálculo A — Funções, limite, derivação e integraçã 
UB lo ções, limite, derivacà стасао 


3. += 4.2 5.0 6.0 7. 1⁄2 
8. —= 9. += 10. -5/7 11, +% 12.0 
13. += 14. 2⁄3 15. += 16.1 17.-1 
18.0 19. -12 20. += 21. 10/3 22. — 
23.0 24. -1 25. - v2 26. +% 27. {3/2 
28. v2 29. –12 30. 1⁄2 31. +0 32. —= 
33. +0 34. —= 35. +0 36. —= 37. == 
38. += 39. +00 40. +0 
Seção 3.16 
1. a) y=03x=4 b) y= 0;x= –2 c) у-0,х-026х-1 
d) y=0;x= 3; x = -4 e) y=0;x = —4 Dy=0x=3 
в) х= +4 h) y= +;х= 3; x= —4% )y-lx-0 
jy=-1 Юх=0 1) x = (2л + 7/2 para n = 0 +1, +2, +3...) 
5. 9 6. 4/3 7. 107 8. аъ 9. а 
10. 1/64 1.0 12. 12 13. -1/7 
14. 27 15. 5⁄2 16. -1 17. e 18. e 19. e 20. e” 
In3 
21. In 10 22. 25112 23. 25115 24. 75 25. b-a 
26. a 27.1 28.)9e be clc 
Seção 3.18 
1. b) c) d) e) i)sáocontínuas; a) f) g) h) j) não são contínuas 
2. a) -1 b 3 o 3 4)-3ес-2 e) 0 03 gi h) à 


4. а) 8/3 bi e) 2 


5.33- Ыхє(46) Y х= +o = + 2mkez dd 


Apêndice B — Respostas dos exercícios 425 | 
—sm- 


Capítulo 4 

Seção 4.7 

1. а) 2r-y-2-0;y--1;42x-y-d-1-0 
b) 5 +у-5 = 0;х-у+2= 0 


с) 81+ 4у +3 = 0; (ба – 5)x - у – 32 = 0 


2. а) x+2y-1=0; х= 0;х + 2ау – 2а +а=0 
b х 5у + 51 = 0; x+y-6=0 


с) x-2y-4=0; х - (5 - ба)у - 18а? + 45а? - 26а = 0 


3. 40+ 4у-5=0 4. 6x+y+3=0; х-бу+56=0 
5. а) 16 +26 + Am/s b) 22,1m/s;22,01 m/s; 22,001m/s с) 16 + 2m/s 
d) 22m e) 2 m/s? 
2b 
6. dD 5 
7. a) 4 b) 8 c) -1 d) -1 e) 215 
-1 -4 -1 1 
B. a) -& b) 4х-1 d y 
M nx Ya ) G + 3Y 9 Qx- DV2x- 1 в 3 Vx +з) 
@- 1) (E - y 2 -4 
uam B oa Sup 9 10 
4 — Вх + 40-1 —1 — 8x(x - 1)? EL 
VECES: D— -ту 231 
12. a) (3/4,+=) b) (==, 3/4) 
13. (2,4), y = 4x — 4: CA4.y--4x-4 14. 2, 0,3), C24) 
Seção 4.10 
1. 7037) =2;7 (7) = -2 2. f (1) 257 (17) =1 
3. /(-2Э-2:Г(-27)--2 4. Г(-1) = 0:7(-17) = 2:7 (17) = -2:f (1) = 0 


5. f'(-2) = 0:77 (27) = 4:7 (27) = 2;/' (07) = 0 


NECS Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


6. b) é contínua с) 2; -22;-2 d) f'(x) 


Seçao 4.12 


1. 2m 


3 
EI 


4. 


7. -2n5 «306 + 4? 


| 2x, selxl « 1, 
= 2x, sel 1,D = R - (-1,1) 


6x+6 3. 2aw 

1812 + 6x + 12 6. 14х +27 
-20 

аў 9. x 


10. (52 – 1)(35 — 1) (1552 + 2) + 3(82 — 1) Gs? + 25) + 25 (35 — 1) (Ss? + 25) 


11. 7Qa x +b) 


2 
G+ 1 


— + 8r-5 


M. (5 – 2) 


P — 2bt — 2 + 2ab 


0; [27 


24. A= B- 12 
27. x+ 64y - 1026 2 0 


29. (2, 2/3):(1. 5/6) 


Seção 4.16 


12. —24 + Ваш +2a 13: E. 
(ax - 1) 
2-4-2 
15. 16. SÉ 
Ë 5 82-44 
18 -24 19. бх? + 274? + 36 + 12 
e 4 (+27 
-12 25 12 
21. —-— 22. 20-21 
25. 4+1 26. 11+ 49у+4=0 
28. x-y-2V2+2=0;x-y+2+2V2=0 
30. a=3;b=2 


1. а) 9% +у-6 = 0; х + 99 –- 6 = 0 


b х+ (0 +ay+4 +a 


о;х + (4 – ау -8 +а= 0 


с) х= 0; х – УЗу + 3 = 0; х – Va +а= 0 


2. 3V3r-3V3y-3V3-2=0; 3V3x – 3V3y-3V3 +2 = 0 


3. а) -16m БЫ) 3m/s; 0 m/s; —9 m/s; 24 m/s c) 0 m/s"; —6 m/s?; – 12 m/s2; — 18 m/s? 


4. —49 m; —9,8 me —19,6 m; —19,6m 


6. e + axy (2bx + a) 


Apéndice B — Respostas dos exercícios NU 


5. 100 (3х2 + 7х — 3) (6x + 7) 


(7 + 63 - 1P 2 (TÈ + 60) + T(31 — 1)(14 + 6)] 


g. 300 102-142 ш + 21) 4 +1) BÉ yi -3 

(22 – 3)* Vac + 6х 2 (Зх - )УЗх т 2(r - Q^ (r + 1y2 
12. -je 13. P%6(x+1)In2 14. 6[(7:2 + 6s – 12(s +3)-e"*] 15. ё2(1/22 + 9/21 + 5) 
16 Peri б r 18, Em B 19: задат гн 2588 
20. 21021 + 1) In(2r + 1) + 2(21 + 192 — 1) 31. Hutt цал 22. sen (5 -u) 


23. 4cos0”cos20 — 46 sen 20sen 07 


24. 3sen(3x + бх)соз(3х? + 6x)(6x + 6) 


6xsec'xtgx — 3 secx 


2 1 
25. 6sec(2x + 1) + 26. Я 
5 Ух x 
27. e"(2cos3x — 3sen3x) 28. 66 cose? 8 - coig 0° зэ, costa 
! | ` ` 2Vcos bx 
2 arc senx 
? sec? 2777 2 
30. 212 secu tgu + 2и tg? u 31. a™ Ina cosec! 0 32. Mio 
3t 34. -31 35. 1 
+ ЭР Я 
агс соѕ ACA 
— 2⁄2 24 гэ 
36. = + аге созес (2t + 3) 37, #9005 nee) 


+зМ(@ +3) 1 


=(t + 1) cosech? (t + 1)? 


x 


l arg cosh x 


38. z 
Vcotgh (1 + 1)* 23 
z E 

Ay. + ago? д9; AZ 


44. 60(3х7 + 6х)%(х + 1) + i 


1 1 
übrig на 
46, SQ S р VE 


45. 


(5x — 2) (3x — 1) (135x — 48) 


47. - i (4P — Sr + 2) (8e — 5) 


(URW Cálculo A — Fi limite, derivação e int 
'uncóes, limite, ção e integração 


2 
48. — Ge (3х 1)7 99 7x (3x  1)7 5 E ye 


49. 


52. 


55. 


58. 


59. 


62. 


64. 


66. 


69. 


71. 


74. 


77. 


80. 


81. 


94. a) 


129385997 (y + 1) 


=2We"-et-1 
EE == 


7x 
73-4 


50. 


53. 


56. 


(е? + Vin (e° 4) —— + 2x V/x (e 4) te? 
ТУХ 


2cos(2x + 4) 


E - arsen 3) 
Gr D NA-S 2 


2t tgh(r — 1) 


2arg senhx 


m(2k + 1) 


1 Уке 


60. 


63. 


65. 


67. 


72. 


75. 


78. 


b) 


82. 


b) 


= 2sen (28° — 30 + 1)(40 — 3) 


51. 


54. 


57. 


61. 


222 n2 


—sen 2a 


= 16(2s — 3)cotg(2s — 3) cosec! (2s — 3)? 


cos(x + 1) — sen(x + 1) 


e 
— 21р! 
a= ас 
5*-2°*+2 


161 (41? — 3)sech*(41? — 3)? 


68. 


73. 


76. 


79. 


e) 


83. 


3 + 2sen 2x 


31 — cos 2x 082 


2cosh (2x — 1) 


-sech (Inx) tgh (Inx) 


x 


EE ET 
xVi 4x É 
(281 х> 1/2 
ў eL 207 x < 1/2 


Apëndice B — Respostas dos exercicios 
p espos a 


95. a) duas b) reta tangente 1: (1, 2), (-1,—2) o y=2;y= -2r 


reta tangente 2: (-1, 2), (1, — 2) 


96.(a) y=3+Vr+4 x= -4 (b y = 4x - 20 (c) yir 
Scçào 4.21 
1. y-0 2. у" = 6a 3. 9-0 
24 
4 y= Ян s 
5 КЕТ 6. y 
7 = 1 в. y-u 9. y" = -acos a. 
Te pz у= x 
ES. 
1. Yes dem + 
13. a) senx b) cos x 
E" 
18. а) — b) 
y 
2) d) 
y 1 
=$ : 
е) 0 ѕес у — x D» e-1 
19. retas tangentes: x — V3y + 2 = 0e x + V3y+2=0 
retas normais: V3r + y - 2V3 = Oe V3x— y - 2V3 = 0 21. (1/8: —1/16) 
23. a) 3, 1>0 b) -cotg2r,r € (0,7/2) с) -4/3cogr,t € (7,27) 
d) -tgr.íe( — 7/2,0) e) SER f — tgr,re (0,7/2) U (7/2, т) 
24. 2y + 3 - 6У2 = 0 25. 2V3r - 2y + УЗ = 0;х + V3y-1=0 
24x Ax -3 Ax 34x 
2 _ ЖЭ — A A 
4658) WU Y ras Vi 9 Ceras DO (23-17 
27. а) -0000998:-0001 b)  -0,118; -0.12 c) —0,078:;-0075 


28. a) 7,071 b) 3,9895 c) 1906 


Ce Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


6x—4 


5 - 2+6)d: 
29.0) 32-31 у 74 c) 10х cos (5x? + 6) dx 
32. 60000 ст? 33. 0,0044209 34. 11,3097cm* 
35. +24.000 m? 36. 2,5% 
Capítulo 5 
Segáo 5.3 
1. a) 54 gramas/dia b) 545g c) 244 gramas/dia 
2. —5444 ... °C/hora 3. —c/100 cm°/kgf/cm° 
4. a) 6 horas b) 17.500 1/hora c) 10000 1/hora 
5. а) f(t) = 4.500 + L550r b) 1.550,00/ano 
c) 25,6% d)  Tenderá para zero. 
6. a) 0,8 milhares de pessoas/ano b) 0,068 milhares de pessoas 7. 1/12 
8. 4,875 1/hora 9. 1 m/hora; 10z horas 10. Lim; 6a ms. 
7 v3 
4тг? $ 
nas b) 10667m'/s 
12. a) 15V3em?/s b) 75em/s 
13. 18 unidades/min 14. 119,09 km/hora 15. 1,45 m/s 
16. JE 17. (a) custo fix 
le 3v « (a) custo fixo 
(b) Inicialmente o custo marginal diminui e depois passa a crescer 
18. (a) 120 (b) 410 (c) 5,44; 1,2 
19. E = — 0,087; um pequeno aumento no preço acarretará uma diminuição muito baixa da demanda. 
60 — 0,12 
20, ду ыш. (b) 0,57; o aumento de 1% na renda, acarretará um aumento de = 0,57% na demanda 


15 + 60y — 0,067 


Apêndice B — Respostas dos exercícios 331 


Seção 5.10 


-2V3 
la v6 c) 43 d) уз 
3 3 
-У? 
e) агсѕеп2/т g) arcsec 2/Ут h) = 
3. 0:-2:2 
5. а) 4: b 3⁄2; o k 
= e 0; б 8: 
g) 6-3 һ) Ztkr.ke Z; Ü kmkeZ; 
j T+kmkez; k) 0: ) 053,3; 
má n 3⁄2; o) 0. 
6. a) (—=,+=) crescente b) (— =. +=) decrescente 


c) [-1,+x) crescente; (—%, —1] decrescente 


d) (-=,—2]U[2/3, +%) crescente; [—2, 2/3] decrescente 


e) (-=,-V?/3]U [ V7/3, +=) crescente ; [-N7/3, V/7/3 | decrescente; 


2 4 -2 2 
0 FIL „neZ decrescente; [EEE eae + an „neZ crescente 
g) (-=, +=) crescente h) (-=, +=) decrescente 


i) (==, +1]; crescente; (1, +0) decrescente 
j) (—=.0JU [2, +=) crescente; (0,1) U (1,2] decrescente 


k) (=>,1JU[1,+=) crescente; | — 1,0) U (0,1] decrescente 
1) [^A о Е] crescente; [E | decrescente 


4 4'4 


7. а) 7-5 b 3-4 d) 100; —4/27 


e) 17-12 f 2,0 g) 


332 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


h) tgh 2: tgh-2 » k- j цо 
k) 0;-1 

9. а) 437 b 2j 0 d 
d я e #0 D 80 
B hi Па ў 2-2 
p -14М5:-1-М5 k) -2;-4/5 D 64/5;0 

11. a=3:5=-3 12. a é qualquer real: b = —3a: e = 0: d é qualquer real 


14. а) (5/3. f (5/3)); (-2.5/3) côncava para сіта: (5/3,+=>) côncava para baixo 
b) (—1/3,/(7 1/3): (2, f(2));(— 9, 1/3) U (2, +=) côncava para cima; ( — 1/3, 2) côncava para baixo 
c) Ж; (44, +=) côncava para cima; (— =, —4) côncava para baixo 
d) (2/3,f(2/3)): (2/3, +=) cóncava para cima; (—=, 2/3) cóncava para baixo 


e) (-2*V2,.f(-2* V2); (-»,-2 — V2)U(-2+ У, x) côncava para сіта; ( —2, V2, —2 + V2 ) cóncava 
para baixo 


f) #(—1,+=) cóncava para baixo 

g) (—6,/(—6));(—6, +02) cóncava para cima; (=, —6) cóncava para baixo 
h) (fr): (0.7) côncava para cima; (7.27) côncava para baixo 

i) (==, 1) côncava para baixo 


j) (2,0); (-%, 2) côncava para cima; (2, +=) cóncava para baixo 


Seção 5.12 


а т 
1. а) E um 
а) 1% pedaço pedaço = 


4+m' 


1 
b) Deve-se fazer somente um círculo de raio = 


2. (1, 1)ou(>1,-1) 3. 67dias 4. 35:35 


Apêndice B — Respostas dos exercícios 133 


€—— 
5. аб 6. таіо da base SEE айша q 
2r т 


7. 8 km do encontro da canalização / com a perpendicular que passa por A. 


8. (a) q = 650 0) q = 82 ()4=0 


9. (a) F representa o custo fixo 
(b) O custo marginal decresce à medida que o nível de produção aumenta 


(o2 (d) q = 125000 
10. quadrado de lado V288 cm 


11. (1/V2/1); V2 ; equação da tangente pedida é y + V2x - 2 = 0 


13. 1/3 da altura do cone dado 14. 0.2) 15. 22.01 cm x 2691 cm 
16. base 0,88 m; altura 0,44 m 17. 5/4 18. 84,56 km da cidade 
19. Vim 20. 3x+4y-24=0 


22. raio da basc 7/3 m; altura 2 m 23. 1.000 


25. a 10V3 26. 2m x Nim x ээ 27.45ст X 6cm 
Seção 5.14 

1.0 2. -1 3. 65 

4. = 5. -1126 6. -1⁄6 

7.0 8. 52 9. += 

10. 12 11. +2 12. 0 

Ta: id 14. += 15. = 


16.1 17. = 18. 0 


131 Cálculo А — Funções, limite, derivação е integração 


19. -1 20. 1 21.1 
22.0 23. 12 24.1 
25.0 26. 0 27. 12 
28. & 29.1 30. 1/e 
31.1 32. q 33.1 
34. = 35. 1 36. 1/# 
37.1 38. us 39. 1 
40. е 81. t 42, œ 
43. е 
Seçào 5.16 
2. a) 1+8 š зт 

sa (x E, [16 sect z-tg z + сан z) (x — zm) 

E x иг жи -ay 


d 1-2 gs E aa 120: - 327) x5 
2' 120 


3. — 0,6822; IR, (0,5) | < 02 


«Lara artery — : 
У эд (x = т)* + ууу (а — mi; сов (T) = — 0,8660331 ; 


5r 
720 Ro E) e 


7.9) à b) 5/12 é ponto de mínimo 
с) 4é o ponto de mínimo j d 
e) 0é ponto de máximo; +2/V3 são pontos de mínimo 


f) —5 é ponto de máximo; 5 é ponto de mínimo 


Apêndice B — Respostas dos exercicios 
р р 23 5 


Capítulo 6 
Seção 6.2 
Tt sapo 12. =-1+е PA 
14. 3aresenx+c 15. 2агсзесх+с 
СЕТТЕ 17. 16432074 шижс 18. -cosó + c 
Ë 200,30, 45а 5 з - 
19. 2coshx +c 20. сан дэ цг да 21. SInixi + c 
22. Ыз Ме + senh + c 23. sns+igrte 24. Larctgx + c 
E 
25 + 26. E Vau 27. 4-Em-2+ 
. x — 2агсірх +c k oet ис Шэнэ 
s 
28. Inixi+e 29. igx+e 30. Ee tato 
2mlt| +c, sen = A эм 
з1. ы 32. эю+®-— 33. 2x - sen 2r 
(n-i2)-5'* sen*l 5 2 10 
Va -2 
34. Lori зь 102-2 36. cxx +1 
Secáo 6.4 
1. 44023 хх +e 2. læ- +e 3. 3g - 5e 
"OE 24 8 
-5 EI 1 эро 32918 
а. 200-309) ec 5. 20+ 202) + е 6. g t2 e 
m 
7. ш( 4) * c 8. -er-se 9. te 
" 
10. EM. n. Таеже 12. —2Inlcosxl= 5x +c 


436 Cálculo A — Funções, limite, derivação e integração 


13. zsen2e' «c 


22. 


-V3 x+ 3-2 
25. Cm E — “| 
2 papan to 


2+Vx+3 


27. 2Vx3 73-210] 
2-Vx+3 


29. q Oss +х+с 


32. ——+ 


35. ue БЭЭ +c 


38. 


zi 
20v ^ 


43. E sen 202 + с 


46. In senul| + c 


Be 


14. 


17. 


20. 


23. 


30. 


33. 


36. 


39. 


41. 


47. 


49. Ни 1НЫГ 


Seção 6.6 


-х 1 
1. = cos Sr + ç sen Sx +x 


lenr +c 
4 


inu +brgoj+c 


In |ш|+с 


Мм + 5+с 


-1 
15. 7g ©0%(5Ө-т)+с 
1 x 
18. quem te 
21. (nx? + с 


2 2(x + 5/2) 
24. a are tg T 8 


31. pense 
-4 
34. 0 - 26 +c 


37. -nB- senx + c 


jas TFR SM +a VIF +) l+x+c 


Den re 
2 


ET +3)+e 


- Za rem uc 


(= Dln(1 - x) - x +0 


LT 
42. 57 (607 + 52 + c 


= 


45. — +c 
2(5 — cosa)? 


48. 2sen Vx + c 


Apëndice B — Respostas dos exercicios 337 


" 
3, ©е-р+‹ 4. CEED son 2e +роз?х+с 

2 3 
5. Х|нэх-1 +e 6. costa sen x + PEE ç 

2 con E x 2 28 : 
2 ЕЕК 8. ашы АЛАН 

1 1 
9. — 5 Cosec x со x + > In | cosec x — cotg x| + c 

А 
10. Z sen ax + Ecos ax - senax + e fi. = асбо ваа нне 
12. x are cotg 2x + FIn (1 + 4x?) +€ 13. - cos bx + Esenbr] + e 


14. 


16. 


17. 


18. 


19. 


22. 


24. 


26. 


28. 


зо. 


32. 


2 
Za +5 [In(ax+b)=2]+c 15. -$ü-3Mi -8-40-8РУ1 —хї+с 
x[In*2x — 31n22x + 6 In 2x — 6] + c 


xarctgax na +a) +c 


= E cos 4x + sU senáx * zi cos 4x — B sen 4x +c 

= xe +c 20. 5 21. e[d - 2x +2]+ c 
хасаа» 3-хї+с 23. (x- Dtgx + In|cosx| + c 

E [eson ax + 6 cos 42] + o 25. cue LJe 

25 4 n+1 n+1 

xln(X +1) -2x *2ar хэс 27. xin(x+ V1+x)-Vl+xr+e 


2 4 
Эмел х jet асах te 29. e gu] 
41 1 2 

irm m] 31. e? 4x - S] c 


2 : 
Fat Мт +1 er 1? Vx+1+c 


SB” Cálculo A — Funções, limite, derivação e integraçã 
ções, ção e integração 


33. 


35. 


1 
31 cos (пх) + xsen (In x) +c 


2 [sec xtgx + In |secx + tgxl] +c 


Seção 6.11 


1. 


n. 


12. 


15: 


18. 


21. 


24. 


27. 


30. 


a) 8 


€) -1⁄6 


. a) positivo; 


c) positivo; 


a) Vx+4 


. 9 


d) -1⁄2 


34. 


36. 


b) 
d) 


13. 


16. 


19. 


22. 


25. 


28. 


31. 


хагссоѕх – Vl =x) +c 


1 
-т eh terre 
x 


23 
3 
43 
EN 
4 
nulo; 
negativo. 
2y 
+9 o sent 
4 o) 2 
4 f 4 
0:192 
0:720 
31 
48 т4. 2 
160 
23 17.0 
4 20. 25 
ШЕ 23. 2/15 
5 116 
36 26.15 
15 
d 29.2 
3 sm2 32. 2In2 — 3/4 


Apêndice B — Respostas dos exercícios 239 
kaa 


33. 92 34, -2 
3 
16 
36.3) 0 b) 0 c) 15 
Secáo 6.13 
1. 15 2. 43 3. 9/2 
4. 48 s 32 6. 1/6 
7. 115/6 8. 1⁄2 9. e-1 
10. 12 11. 8112-3 12.4 – 5 
1 
13. в 14. 8 15.e-5 
ls 
17. «ap 18, (m +8n —8) 
УЗ 5m 
19. 325 20. № 1 21. In 12 
22. 48 23. 72 24.15 
25 28-13 26. 1 27.4[e- Vel 
1 5 Я - A [e- Ue 
28. 75 29. г-32 30. 1n2; 16 (1 21n2) 
Seção 6.15 
2. 30 bi c)9 
3. 97 6234 2 om vi- A 
2 3 6 
ES. 1 
4. Dua. 5. Converge e éigual a >. 7. Converge: z 
1 1 Р E 
9. Pus 10. z" 11. 1.200 milhares de barris. 


1 
12 a) Converge; | b) Converge; =>, c) Diverge 
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а Converge: $ e) Converge: e D Diverge 
g) Converge;l h) Converge; 0 
13. 4 u.a. 
14. a) Converge; 2 b) Diverge 
c) 2200 d) Converge; 5 e) Diverge 
f) Converge; 2 g) Diverge 
16. 520. 
Capítulo 7 
Seção 7.4 
1. -2cs Vx + c 2. sen(senx) +c 3. —2созх+с 
1 
4. 7а 1зес (а +1) +0 5. — Inlsenl/xl + c 


6. Inisec(x +1) + tg(x +1)! +c 
1 a Р 
8. jInlcosec x! - cotg xºl + c 9. 


10. -$ сово +1) eres (2r + 1) +e 


In Isec (senx)| + c 


cos (wt + 8) + c 


n. = sen(3 — 3x) + гд —3х) - L sen (3 - 32) +e 


15 


12. = senta? — 1) cos (+? - 1) —sen(x? — 1) cos (x° — +208 1) +e 


8 


13. ie 1) EI -2)*c 14. 


15. senta — 28) + senta — 20) +c 


ЕЕ 778 
16. 20 sen ((—-1)+c 


1.8 3 3 
19. gcos rsen x + у cosxsenx + эх + c 


=} 
10 


1 
“үр, 608720 + cos” 20 + c 


14 


17. i 82016) + In | cos (In 8) + c 


18. |зейх + с 
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1 1 
20. iw tgxtx+e 21. зхжс 
22. -15совх + 10соѕ?х — 3cos?x + c 
23. Ssen'x — 3зеп°х + c 24. 2cosšxsenx — &cosŠksenx + 3senxcos x + 3x + c 


25. qp es Эх зеп 3л + ә cos? Эх sen 3л + эк cos Baena + a + C 


26. сош?х + c 27. Ча cos br + cos 2r + e 28.14 5:-х3с 
28: Loo Lendo 30 Lo tolso 

2 4w 3sen'r ^ senx 
З. 10 hendte 32. Тау 1+InlcosVx - 1l +e 


ЭЗ. = pe — Ax) tg(1 — 4x) = Fin sec (1 — 4x) + tg(1 — 4x)| + € 
34. 1 cotg (3 - 2л) +i eog -23)*e 


35. УКЕ D+e 


38. 2ua. 39. sua. 40. РЕ ua 
5 5 4 
41. mua 42. rua 83. qua 
44. lua 46. Larsen + с 
47. (e+e) ve=s +, 48. НИ -абууг-ай + 3. ate sen 21 + г МЇ — 4 +c 
vê Nm 
48: cuca BE INR E 
2 2 4 
во. ку 3) - Vi? + 3) + c 


51. 


*c 


-5V1+ > _2V1 Ep = 
x i x 


x + 1+ 


52. iege DVEF + рх ++ руте 


53. ies 16) V? + 16 + Ze + 16) V? + 16 + 256 V? + 16 + c 
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54. IniVeX+ 1-6 el +C 


55. 


x yl yz 
arcsen( 3) 25 T= «C 


56. acse( 7) + C 57, УВ-Т Єєх Vé- Ti 4c 
58. Iniz + VE - 11 - 59. EE Nem 
60. - Vi - É + асвет + c 61. F VOPI +$ ln VaI +з +e 
62. Và + 2x + 2In lx + 1 + VX? + 2х1 + c 
Gaga k DE e 64. MEA pe VA же 
es E a Var es +c 
66. уху + +з lm + i+ е 
67. coste qa Ira Jin METET ET 
68. (E) 
3 va 
69. (м) 70. G (a+ 2 5) n. - 42-15) 
7. (2-9) 73. va 74. Diverge 
75. Diverge 76. Ap 
Secáo 7.6 
1. 2-2x+2Inlx+11+0 2. Zine- 3| +i +e 


1 2 3 
3. hn lx 21+ 5ш lx t 1i - q Inix+21+0 

3 1 1 1 
4 3 mix lie inix 1i - 5n к-2| 6 
5. W ёс 6. зш - 


. x + Vin lx 1 — 
= 
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2 


9. Хх-1 0741) + асах + e 


4 
ло, É mia ш? +] е 11: inen je Else 

1 1 1 x 

2. 1 I- z nix? — 4 +— 
1 121915 +2 зда! 2x + 77 анин e 
Ade 7 НИИ 
"A(X + 2х + 3) q + 
а 5V3 2-1 x+1 
la ¿A r + жар 
14. In xl 7 n ix xl y SU UE Camara 6 
4 68 16 
15. 4x t In le eli - 4Inix £2 +g ini 21-337 ee 

1 1 2 1 
16:25548-3| ans] 

1 ПА 1 El х 
17. ан - In eee] 18. z arctg x- arte; + c 
19, х + а-и ара ex dl 20. Ша (2+2) ++ 

+3 Ine 3 c "3 pru 
1 1 iT d 1 
zi MEDO 22; (ume 
23. nix- 11- —— - 1m G1) - arctgx + 
. In ix Fa m (x arctgx +c 
25. $ n2ua. 
n2 1 : Р 
29.4) ^5 - 50 b) Diverge c) Diverge 
т 
30. 7. 
Seção 7.9 
4. 22262 ЛЫГ мэ 
ete 5 
" t3 
3, njej|- iei. 4. 3m *c 
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x 
= 
2 2 -1 
5. 22). 6. "i 
ыг 
7. -mlei-i- ээж на) єє 
1 
М2 EE 
8. — arc tj zu te 
4 A 
-1ү, 2 Я 1 
9. -arct ( ) —arcti (уз )+e 
в [87 улны E 
t 
2tgz +1 1 tg 
10. —arctg | —— | + с 11. cm +e 12. – 185 +2arct ( ) 
MEZ Цин” " rg 
82 -1+Уу2 sg  —4 
13. Азы? +e 14. 2 e a 15, 
== . — ——— | e й a. 
va эрхгүй vis ула 9 
16. 2З 17 -\ 8-5), 
ps " a 
18.1 Mathdr+9 am 19 dear (Meet 82), 
3 |V# 4a +9- i d КА v3 
20. -inl1 =2V1 + x +°? *2xl + é 
1 2V2(V2 + x- x: — V2) 
21. == |i — + 
va x 
22 = 1 te 
`Мх+-х Мх + x-2 
Vr -2x-3-x41 1, [Vi+x+x=-x+1 3 
23. arctg| 222272) 40024. —h = 5 + 
2 5 [мава -х-1| AVi terrari 
І јект +3»+@ 
25. In 26. -In|Vi + 2х -3-х- l| c 
5 Jxc1- V +30 +2 | | 
27. arctg (2М/х*+х-—-2х-1)+с_ 28. ELI = V9x + 12x + 5 + 3x| +c 
34.1 | ==зя шс! -2x-1 
2V- х + 5/4 - 2x +3 
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/ 2€ х va 
AAA |. 


Capítulo 8 


Secáo 8.4 
1. AV/26 u.c. $ alo PB + ay — isis] ис. 
8; Dus 4. Due. 5. ue. 
53 1,3 
6. we de senh 1 u.c. 8. 1+ 2 In que 
8 - 1l a3: 1)uc 
9. 10. 27 (1010 1) uc. 11. ¿VI — 1) ue. 
нь 
12. (54 V2 — 17 VIT) u.c. 13; EA 14. Ž (1010 — 1) ue. 
2 suf av? 
15. [Vitara 16. [EH as v. | AES ну 
o "ES a 1 + y 
a A 4 
18. [vive 19. [Ves arisa 20. [ra 
21. [ VI + Sos Bxdx 22. 3,85V85 -13У13) uc. 23.8 uc. 
24. Zini. 25. E TETE + (т + VT) | uc: 
26. 2VT0 u.c 27. НЭЭ ME: 28. VA(e - e) uc. 
E 
29. ^ us. 30. 24uc. 31.20 muc. 
7 1 Sa 
32. cuc. 33. утаа. 34.77 ua. 


35. ua 36. (E 5 м) ua. 37.3 m u.a. 
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aa 


38. (- Ё M) is 39. 
41. бта. 42. 
Seção 8.7 
267 
т. uv 2. 
7 
4. Tux. 5. 
т 
Toms 8 
Boa 
10. Sun. n. 
152 
13. 22 тшу. 14. 
16. > тиу. = muv.; 64 mu.v. 17. 
5 7 
412 
19. as uM 20. 
22. = (577577 — 1) ua. 23. 
25. 4V5 mua. 26. 
28. E (087 - 3V6) ua. 29. 
Seção 8.11 
Sr -Tm 
20 (239) 
Am Sm 
ы (0.2) (v2.5) 
Sm -4r 
ә (Bs =") 
Пт E 
с (^ 6 Ч 6 | 


Trua 


3т ua. 


97 uv. 
E (17717 - 5V5) ua. 
4 т ua. 


a)16V17 т u.a. 


144 - 27m 


40. 32 


3 
15. ¿ru 


n.(25- 3 
24. 53.226 ua. 
27.48 rua. 


b) 4V 17 тиа. 


ua. 


6. 


33. 


36. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


50. 


53. 


‚» (х) 


c) (z Ë) 


11 5 
a) n(. me): (z, х) 
o p(2 x). 


а) r--Z 


d) got +07; КЕ 


a хуа 


e x+y=1 
М(е" — 1) uc, 
8 3⁄2 — 

5 (9 + я2) s] uc. 
xa 

°[ de 
o V cos 20 
z" 

2| Vi6sen! 40 + cos 4040 
° 


: [Уз esa do 
à 

2 | Кшз 
9 u.a. 

16 u.a. 


24т u.a. 


b) 


d) 


48. 


51, 


d 


(71,5307 ; 3,6955) 
(0,10) 


(4222) 


(2) 
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het 


-3V2 -3V2 
S) 


c) rsen8-2 


f r=6seng 


= +y = a 
8 u.c. 35. 2ат u.c. 
5, 
М us, 38. 80 u.c. 
22 
8| V9cos* 30 + sen? 30 de 
o 
тА 
2f dð 
o Vsen28 
= 
af V5-4 sen0 40 
=" 
le | 5-4 sen Ө do 
T 97 
qua 49. ENS 
ua 52. 11т ца, 
2 
247 ua. 55. 247 ua. 
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56. 24т ца. sj, EP pa 58. 4т ua. 

: 
59. (32-47) ua 60. 277 па 61. (s = 2m ua. 
62. (100arc cos 3/5 — 48) ua. 63. a) (z E м) üa Hm зам 
Seção 8.17 


Observação. Nos exercícios que envolvem o centro de massa, é dada a sua posição sobre um eixo coordenado cuja origem coincide 
com a extremidade esquerda da barra. 


Т. 444 kg ; 7,62 cm 2. 54kg;2,125 m 3. 10kg 375m 
a 5. fein 
6. a) L8kg: m? b) 72kg:m 7. 49,07kg:4m 
8. a) 443,73 kg: m? b) 12288kg:m^ 
9. Para barra do ex.1: а) 12.672 kg * cm? b) 29.952 kg · cm? c) 5.328 kg * cm? 
Para barra do ex. 3: a) 20,83 kg m° b) 145,83 kg * m? c) 2083 kg * m° 
10. nsum: (5 -1Jue 11. puma 12. €- Dum; — 
In5 
13. (e — 2) umi. 14. 2,5 kg/m 15. a) 187,5] b) 1007 
16. 216) 17. 4008333] 18. 1875] 
19. 63.549,36 1 20. a) 4.131,57) b) 441315 zJ 
21. 340.106,66 z J 22. 74690112) 23. 117.684 N 
24. 14.7105 N 25. 167.3728 u. força 26. 2 x 10*N 
27. 588.420 N 28. 7.322.560 N 29. 2.615.200 N 
30. 197.447,6 N 31. 12x10N 32. 2.194,28 N 
33. 312 x 10 N 34. R$ 3,77 35. R$ 224 


36. R$ 661 e R$ 4,96 37. R$ 494.189,36 


